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Pour mieux comprendre 
le monde, lisez 




I'aventure mathematique 


en 


Politique, economie, finance, jeux, musique, litterature, 
arts plastiques, architecture, informatique, physique, 
biologie, geographie : les mathematiques sont partout ! 

Le magazine Tangente et ses hors series 
vous aident a redecouvrir notre quotidien. 


Abonnez-vous a Tangente 
et ses hors series en deux formats 
Le numero 172, (« kiosaue » et « Bibliotheque ») sur 

vente actueiiement www.librairie-archimede.com 


NOUVEAU ! 

Tangente est disponible 
en ligne sur 

www.tangente-mag.com le numero hors serf ai 


\ 


L'acces numerique au numero 167 vous est offert ! 

Rendez-vous sur www.tangente-mag.com (et inscrivez-vous) 


Suivez Tangente (et « likez-le ») sur www.facebook.com/TangenteMag/ 
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L es maths, on aime ou on n'aime pas. Mais pour le 
savoir, il faut mettre les mains dedans. Parmi les lecteurs 
de ce num£ro, beaucoup s y sont, jadis ou nagu£re, pinc£ 
les doigts. Souvenir cuisant... Certains, au lycee et au 
college, baillent ou desesperent. D'autres y trouvent leur plaisir. 
Ce num§ro peut etre profitable a chacun d'eux. Une reprise des 
bases, des apergus nouveaux, droles, etranges, des liens avec 
d'autres domaines, qu'on ne soupgonnait pas. 

Pourquoi les equations du second degr6, direz-vous? 

Parce que c'est un point de passage oblige dans le calcul 
algebrique. Pas de dexterite sans ca, pas d'espoir de deboucher 
sur I'analyse math£matique, c'est-^-dire sur I'immense domaine 
des fonctions. 

Vous trouverez de tout dans ces pages. Des poetes, des 
fous, des reveurs, des coccinelles et des pucerons, des embou- 
teillages, les courbes d'un paysage desertique... Un inventaire 
a a Prevert, certes. Mais aussi une maniere de poser encore et 
toujours les merries questions: la nature est-elle 6crite en langue 
mathematique? Ou bien cette langue n'est-elle qu'une invention 
de I'homme? Dans ce cas, pourquoi marche-t-elle si merveilleu- 
sement pour d£crire I'Univers? A tous, ce petit bout de chemin 
dans un grand mystere. 
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ADOS A PARTIR DE 1 1 ANS ADULTES 




LE MENSUEL LE PLUS LU DE FRANCE 

avec pres de 4 millions de lecteurs par mois 
+ 4 hors-serie et 2 speciaux par an 


iscec^fc 


xmm 

\ MS®®- 



SCIENCE V\E 


00 ntPQNStS Dt 


spfec\a\ 

automrve**^ 




LES QUESTIONS DELAVIE, 
LES REPONSES DE LA SCIENCE 

4 numeros par an 



ABONNEZ-VOUS 




SCIENCE VIE <%ggfe 


r 



Le second degr£, 
qu'est-ce que c'est ? 


Definition de la notion de second 
degre, et familiarisation avec 
le trousseau de cles a utiliser. 



De quels outils 
dispose-t-on ? 


Les trues, les ficelles et les tours 
de main pour se simplifier 
le second degre. 



® Peut-on s f en sortir 
sans formule ? 

Ou comment se sortir d'affaire 
quand on n'a pas garde ses 
formules en tete. 


© Comment faire sauter les 
bouchons ? 

Quelle est la bonne vitesse a 
prendre pour eviter la formation 
d'un embouteillage ? Fteponse 
etonnante, methode seduisante. 



Proies et pr£dateurs : 
pourquoi de tels ecarts ? 

Pourquoi, d'une annee sur I'autre, la 
proliferation des coccinelles ou des 
souris est-elle si differente ? Une 
petite Equation toute simple permet 
de sonder ce caprice de la nature. 



Comment I'algebre a-t-il 
commence ? 

Cinq mille ans pour percer tous 
les mysteres du second degre. 
Une superproduction historique. 


O Et vous, ou en 
etes-vous ? 

Vingt-sept problemes de difficulte 
progressive pour amateurs 
de casse-tete. 



Au fond, c f est quoi une 
parabole ? 

La star des courbes math£matiques 
surprise en plein tournage. 


71 Qu'est-ce aue le 

theoreme de Sturm ? 

Comment Charles-Frangois Sturm 
a invente la machine a torturer 
les polyndmes. 


© 


© 


0 


Comment a-t-on bascule 
dans rimaginaire ? 

En poussant le second degre, 
des monstres a deux t£tes sont 
apparus sur la sc£ne des maths. 
Pour ne plus jamais la quitter. 


Connaissez-vous la famille 
des coniques ? 

Ellipses, paraboles, hyperboles, 
entrez dans le monde des courbes. 


Solutions des 
problemes 

A ne consulter qu'en 
derntere extr£mit£. 


^ 2 ^ 



QR#HS1 0 N0VEMBRE2016 





Apartirde 


(8 jours/7 nuits) 


MSCFahtasi 


ISCIENCI 


COMPLETE!, decoupez et envoyez ce coupon X SCIENCE&VIE CROISIERE DES GRANDS BATISSEURS - CS 90125 - 27091 EVREUX CEDEX 9 
[ . OUI, je souhaite rece vom GRATUITEMENT et SANS ENGAGEMENT la documentation complete de cette croisiere proposes par Science&Vie. 


DECOUVREZ LA NOUVELLE CROISIERE 


SCIENCES 


organisee par 


La croisiere des 


DUBAI 


ABU DHABI 


MASCATE 


KHOR FAKKAN 


Croisiere a bord 


SIR BANI YAS 


DU 11 AU18FEVRIER2017 






its ; 

POINTS FORTS 


UN ITINERAIRE EPOUSTOUFLANT 






Entre dunes, mer turquoise et edifices qui tutoient le ciel et palaces 
historiques du temps des caravanes ! 


maw 


DES CONFERENCES PASSIONNANTES 


LES BATISSEURS 


L ARCHITECTURE 


L evolution des sevairs, 
des techniques et 
des outils au travers dei 
ages et des civilisations 


Les prouesses et les 
d§fis des ingfenieurs 
et I'audace 
des entrepreneurs ! 


LES NOUVELLES TECHNOLOGIES 

Le traitement de I'eau, 
('agriculture en zone dSsertique, 
le refroidissement de I'air. 
Innoveret preserver... 


DEMANDEZ VITE VOTRE DOCUMENTATION DETAIHEE POUR PROFITER DE CETTE CROISIERE UNIQUE AVEC SCIENCE&VIE ! 

ApptJU ^- yinu ! CAiJtii wfuU , Telechargez la brochure complete sur INFORMATIONS 6 RESERVATIONS 

' n n mi FrmvF7-Kionc pm DPNvnvANT i f rmiDOM ri-nFccmi« fill i uuni ill muiNrup np nu i 7/u 


0U ECRIVEZ-NOUS EN RENVOYANT LE COUPON CI'OESSOUS. 


INFO RMATIONS & RESERVAT IONS 

Du LUNDI AU OIMANCHE DE 8h A 22h 


Nom : 


Prenom: 


Adresse: 

Cooe POSTAL: I I I I I I Ville: 

Tel.: I i 1 1 I ii I ii I 1 1 i i Email: 

□ Oui, JE SOUHAITE b£n£fICIER DES OFFRES OE SciENCE&VlE ET DE SES PARTEN AIRES. AVEZ~V0US DEJA EFFECTUE UNE CROISIERE (MARITIME OU FLUVIALE) □ OUI □ NON 


CONPORm 4 n|NT A LA LOI 'InPONMATIQUI (T LlBtRTt' DU 6 1ANVHR 1978 . NOUS VOUS INPORMONS qui LIS RtNStltNIMINTS Cl-OCSSUS SONT INDISPINS ABLIS AU TRAIT! MINT Dl VOTRI COMMANOI IT QUI VOUS DISPOSE! DUN DROIT d'ACCIS, Dl 
MODIFICATION. DE RECTI FKATIOW ET DE SUPPRESSION DE CES OONNEES PAR SIMPLE COURRIER. CREDIT5 PHOTOS : MSC CROISIERES ET IStOCK. CETTE CROISIERE EST ORfiAN SEE EN PARTENARIAT AVEC MSC CrOISIERES. 

Licence MSC : IM 075100262 SatNCiAVu ist umi publication du croupe Mondaoori France, sikci social : 8 rue Francois Orv - 92543 Montrouci Ccdix. 


-0-MSC 


I CM17SV1P I 







oo 


LE SECOND 
DEGRE, QU'EST- 
CE QUE C'EST ? 


Vous aimez les enigmes a tiroirs et les vieux coffres a mysteres ? 
Et vous voudriez resoudre sans peine les equations 
du second degre ? Alors vous allez etre doublement servis. 
L'art de faire avouer une equation en triturant les serrures. 


CHARLES DE GRANRUT et JEAN LOPEZ 



»> 
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L a cle de I'enigme : curieuse expression, non ? 
Comme si une enigme etait une serrure. Eh bien, 
les Equations du second degr£ ressemblent £ 
des enigmes a serrure. Et le potache est un peu 
dans la posture du cambrioleur : a sa ceinture pend un 
trousseau de cl£s. Laquelle est la bonne ? On farfouille, 
on titille, on essaie et, clic, tiens celle-ci marche. Bin- 
go ! Voila le coffre ouvert, I'equation resolue. 

L'enigme, c'est, par exemple, la « phrase » 
x 2 - 8x + 15 = 0 qu'on appelle une equation. 

Procedons comme pour un message chiffre. 

La phrase se compose de huit signes. 

On en connaTt six depuis la maternelle : 

-, +, =, 8,15 et 0, n'insistons pas. L'inconnue, c'est 
ce x. Tout est l£. Notre mission est claire : trouver 
le ou les nombres qui se cachent derri&re x et qui font 
que I'ensemble de la « phrase » est egal a 0. Ces nombres 
caches sont les « racines » de I'equation. Identifions-les. 

PREMIER ACTE 

M^fiance... Avant de nous lancer dans I'aventure, deman- 
dons-nous s'il existe une cle pour le coffre : x cache-t-il vraiment 
quelque chose dans I'ensemble R ( zoom ci-dessous) ? Laissons 
tomber le « = 0 » et scrutons le trinome x 2 - 8x + 15. L'£vangile 
selon saint Matheux nous servira de guide. II proclame d'entree 
de jeu que ^existence des racines d'un trinome depend de la 
factorisation de ce trinome en un produit de deux facteurs 
du premier degre. Gloups ! Cette phrase est un peu dure a 
avaler. Pourtant, il faut coute que coute la comprendre. Deux 
mots demandent un coup de 
projecteur. 

> Vous avez dit 
trinome ? < 

Le mot trinome vient du grec 
en passant par le latin. En 
gros, trinome signifie « ex- 
pression mathematique a 
trois (tri) termes ( nome ) ». 

Autrement dit, c'est une 
phrase qui a trois mots. En 



ZOOM 

R designe ici tous les 
nombres reels et pas 
seulement les entiers 
comme 1 ; 2 ; 7 ou 
- 5. On peut tres bien 
tomber sur 1/2 ; -5/7 
ou 1 r 3333... et m§me 
sur des plus curieux 
comme n fdont 3,14 
n'est qu'une valeur 
approchee]. 


ZOOM 

Multiplier un nombre 
x par lui-meme a 
plusieurs reprises 
est une operation qui 
revient tres souvent. 
Plutot que d'ecrire 
xx x, on 6crit x 2 . 

Le petit 2 la-haut 
a droite est I'expo- 
sant ; il dit le degre. 


pratique un trinome se recon- 
naTt a I'oeil grace a sa forme 
qui est du genre : ox 2 + bx + c. 

Toutes les lettres (a, b, c, et x) 
sont en realite des nombres. 

Mais attention : a, b et c sont 
des nombres « fixes », appe- 
les coefficients, tandis que x, l'inconnue, est « non fixe », c'est 
la « variable ». 

Exemples : 

• 2X 2 + 8x + 6 est un trinome dans lequel o = 2;b = 8etc = 6. 

• x a + 2x+louo = l;b = 2etc = l. 

• 3x 2 -3ouo = 3;b = 0etc = -3. 

• x 2 + 2xouo = l;b = 2etc = 0. 

(voir test 1). 

Remarquez que b et c peuvent £tre nuls. Mais jamais o, car si- 
non, il ne resterait que bx + c. Et on aurait alors quitte le second 
degre. Quesaco, le second degre ? Simple : c'est une « phrase » 
mathematique ou la variable x apparaTt dotee de I'exposant 2. 
xtout seul, c'est du premier degr£ ; x 2 (zoom ci-dessus ), c'est du 
second degre ; x 3 serait du troisieme degre, etc. 


QR#H51 9 NOVEMBRE 2016 




TEST 1. questions 


f 1 1 ™ ■ 1 — 1 

Pour chacun des trindmes suivants recormaissez 
les coefficients a, b et c. 

1) 3 x 2 + 3x + 3 

2)x J -7x-5 

3)-2x J + 4 

4)-x 2 -x 
Re ponses page 12 

5]jx 2 + 6x-l 

A)-fx 2 

/ 


> Factoriser, qu'est ce que c'est ? < 




(x+l)(x+2)=x J +x+2x+2=x J + 3x+2. 


( voir test 2). 


Les Equations du second 
degr£ ressemblent h 
imes a serrure. 


Toto a tin long nez et des cheveux roux. Normal, il ressemble 
a ses parents, Lulu et Rita. Un matheux dirait que Toto est le 
produit de deux facteurs : Lulu au grand nez multiplie par Rita la 
rousse. Factoriser un trinome revient un peu a ce jeu de physio- 
nomies : retrouver les « parents » du trinome, revenir en arrifcre 
dans la genealogie de Toto. Avec des nombres, cela donne, par 
exemple, 6 = 2x3. Evident, non ? Mais si I'on donne simplement 
6, pour retrouver ses parents, il faut enclencher la marche ar- 
riere du calcul. 6 est « engendre » par 2x3. 

Factoriser 6, c'est done le remplacer par 
2x3. 

Un peu moins evident : lOx + 5. Avec un 
peu de nez et d'entrainement, il vous saute- 
ra aux yeux que lOx + 5 est £gal a 5 fois (2x + 1) 
et peut done s'ecrire 5 (2x + 1). 

Un petit dernier : x 2 + 3x + 2. 

Ce trinome du second degr£ est le produit de deux 
facteurs du premier degre 
(x+1) et (x + 2). 

Nous 6crivons : 
x 2 + 3x + 2 = (x + 1) (x + 2). 

Vous pouvez verifier en calculant : 


> On peut tout de suite resoudre une enigme < 

Nos efforts sont deja payants. Posons le probleme : resoudre 
dans R I'equation x 2 + 3x + 2 = 0. 

Remplagons-la par la forme factoris£e d^couverte quelques 
lignes plus haut : x 2 + 3x + 2 = 0 devient ainsi (x + 1) (x + 2) = 0. 
Or, I'evangile selon saint Matheux, verset 2, proclame ceci : 


b» 


QR#HS1 9 N0VEMBRE2016 





pour qu'un produit de facteurs soit nul, il faut et il suffit qu'un 
des facteurs soit nul. 

Liquation va done s'annuler pour x+l = 0oux + 2 = 0. 
D'ou les deux valeurs de x qui sont racines de cette equation 
x' = -letx" = -2. 

V6rifiez en rempla^ant x dans liquation par - 1 puis par - 2. 
Vous devez dans les deux cas trouver 0. 

Cest tout, direz-vous ? Resoudre une equation du second degre, 
e'est facile comme bonjour I Pas si vite. Factoriser le trinome 
n'est pas toujours simple... et pas toujours possible, comme vous 
allez le decouvrir. 

> Le facteur cambrioleur < 

Le dilemme est le suivant : un voleur se trouve devant un 
coffre dote d'une serrure retive. II dispose de trois cles, trois 
« rossignols » comme on dit dans le jargon des cambrioleurs. 
Lequel utiliser ? Le monte-en-l'air, lui, les repere a I'ceil. Nous 
allons faire comme lui pour factoriser les trinomes. Car, nous 
aussi, nous disposons de trois rossignols pour forcer les serrures 
mathematiques ! On appelle ces cles miracles des « identites 
remarquables ». II est indispensable de les connaTtre sur le bout 
des doigts pour devenir un fin chasseur d'6quations. Les voici : 


A 2 — B 2 = (A + B) (A-B) 
(A + B) 2 = A 2 + 2AB + B 2 
(A - B) 2 = A 2 - 2AB + B 2 


Mettons en pratique nos nouveaux talents de forceurs de 
coffres. La premiere serrure a ouvrir est 3X 2 - 12. 

Toto, fils de Lulu et de Rita, vous vous souvenez ? Cest le mo- 
ment de factoriser : 3X 2 - 12 = 3JX 2 - 4) = 31X 2 - 2 2 ). Maintenant, 
un coup d'ceil a notre trousseau de rossignols. Pas besoin d'avoir 
troue les coffres de la Banque de France pour remarquer que 
x 2 - 2 2 ressemble comme deux gouttes d'eau £ A 2 - B 2 . 

Ecrivons done que : 

x 2 -2 2 = (x+ 2)(x- 2). 

En revenant a notre serrure et en rempla^ant ce qui doit I'Stre, 
on trouve : 

3x 2 - 12 = 3(x + 2)(x- 2). 

A partir de \b vous connaissez le refrain. Si Ton a pu factoriser le 
trinome en un produit de deux facteurs du premier degre, on 
tient les deux racines. Elies sont les nombres qui annulent les 



deux facteurs. Pour que x + 2 = 0, il faut x = - 2. Pour que x- 2 = 0, 
il faut x = 2. Faites les verifications d'usage en rempla^ant x par 
- 2 puis par 2 dans ^expression 3X 2 - 12. 

Une deuxieme serrure a trafiquer : x 2 + 6x + 9 = 0. Factorisons 
le trinome x 2 + 6x + 9. On observe deux choses : il n'y a que 
des +, et le 9 peut s'ecrire sous la forme d'un carre 9 = 3 2 . Re- 
coup d'ceil au trousseau des identites remarquables. Oui 1 Le 
trinome x 2 + 6x + 3 2 ressemble a A 2 + 2AB + B 2 . Nous y sommes. 
Remplagons le trinome par sa forme factorisee : 
x 2 + 6x + 9 = x 2 + 2 x 3x + 3 2 
= (x+3) 2 
= (x+ 3)(x + 3). 

Tiens I deux facteurs identiques. Les deux solutions auront done 
la meme valeur :-3. 

( voir test 3). 

> ATe, aucun rossignol ne semble aller 
dans la serrure < 

Restons dans le monde de la cambriole. Voici une serrure pati- 
bulaire : 2x 2 + 8x+ 12. 

Tatonnons, essayons successivement nos trois identites 
remarquables. Rien ne vient ! Que faire ? Cest simple : trouver le 
rossignol dont la forme se rapproche le plus de la serrure a ouvrir. 


TEST 3. questions 

p 1 1 

Chacune des equations suivantes peut se resoudre 
en utilisant une identity remarquable. A vous de jouer : 

1) x 2 + 2x + 1 = 0 

2)4x 2 -4x+ 1 = 0 

3)4x 2 -9 = 0 

4)x 2 + 6x + 9 = 0 

5)x J -4 = 0 

6]4x 2 + 8x + 4 = 0 

7)9x 2 -6x + l = i 

0 8) 9 x 2 - 4 = 0 

9) x 2 - 6x + 9 = 0 

10) x 2 + lOx + 25 = 0 

Reponses page 12 

. / 
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Voyons, par exemple, si Ton peut « calquer » : 

2 x 2 + 8x + 12 sur A 2 +2AB+ B 2 . 

Bricolons un peu dans les regies de I'art : 

2x J + 8x+ 12 = 2( x 2 + 4x + 6) 

I I 

ensuite, on caique A 2 +2AB 

(pour le 6 on verra plus tard). 

Et on cogite : 

si x 2 = A 2 / alorsA = x, 

et si A = x, alors 2AB = 2xB. 

Le caique disant 2AB = 4x, 

bien oblige de conclure 2xB = 4x. 

Rien ne nous empeche de I'ecrire 2xB = 2 x 2x. 

Et puisqu'on a 2x de chaque cote, bien force de conclure 
que B = 2. 

Calculons done (A + B) 2 ou plutot (x + 2) 2 puisque 
A = x et B = 2. £a donne (x + 2) 2 = x 2 + 4x + 4. 


L'idee e'est de sortir de la I'ensemble (x 2 + 4x) pour I'introduire 
dans le trinome de depart a peine bricole : 

2(x 2 + 4x + 6). 

Comment faire ? Facile : pesons tout 5a sur les plateaux d'une 
balance imaginaire. A gauche, le carre (x + 2) 2 , a droite la forme 
ddveloppde x 2 + 4x + 4 : assur^ment la balance est en dquilibre. 
En ajoutant (- 4) sur chaque plateau I'equilibre est conserve. 

(x + 2) 2 = x 2 + 4x + 4 

devient : (x + 2) 2 + (- 4) = x 2 + 4x + 4 + (- 4). 

Soit (x + 2) 2 - 4 = x 2 + 4x. Maintenant, x 2 + 4x se remplace par 
(x + 2) 2 - 4 dans notre trinome de depart : 

2 (x 2 + 4x + 6) = 2 ((x + 2) 2 - 4 + 6) 

(retour du 6). 

Enfin : 

2 (x 2 + 4x + 6) = 2 ((x + 2) 2 + 2). 

> Que conclure < 

Aie, aie, aie... Que se passe-t-il ? Nous avons fait le maximum et, 
pourtant, nous n'avons pas pu remplacer le trindme par un pro- 
duit de facteurs du premier degre. Est-ce un echec ? Pas tout a 
fait. Notre matiere grise peut quand meme sortir quelque chose 
d'utile de ce 2 ((x + 2) 2 + 2). 

Analysons. 2 est un nombre positif. D'autre part, (x + 2) 2 est aussi 
positif (ou nul). Le reglement e'est le reglement, un carre n # a qu'a 
ob£ir et pas faire le malin : il est toujours positif I En multipliant 
du positif par du positif, on obtient encore du positif (zoom). 
Resume : le trinome 2X 2 + 8x + 12 ne peut pas etre egal a 0 
puisqu'il est strictement positif pour toute valeur de x. Par voie 
de consequence, il ne peut 
pas etre factorise car si on 
pouvait le factoriser il pour- 
rait s'annuler comme nous 
Lavons deja vu une douzaine 
de fois. 

Conclusion : 

Tequation 2X 2 + 8x + 12 = 0 
n'admet aucune solution, 
mais le signe du trindme 
2X 2 + 8x +12 est connu (posi- 
tif) (voir test 4 p. 12). 

Une pause s'impose. Nous sa- 
vons resoudre les equations 
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TEST 4. questions 

f 1 111 | 

Quelques trinomes qui ne peuvent pas etre 
factorises, mais dont vous pourrez decouvrir 
le signe apres les avoir mis sous la bonne forme : 

l)x 2 -2x+2 

2)x 2 + 6x+ll 

3] 4 x 2 + 4x + 2 

4] 9 x 2 + 12x + 7 

5]2x 2 + 12x+20 

6)jx 2 + 2x + 3 

7]-3x 2 + 6x-15 

8) -x 2 - 4x - 5 

Reponses ci-dessous 

/ 


du second degr£ : un bon point. Mais, dans certains cas, nous 
trouvons deux solutions, dans d'autres une seule, dans d'autres 
enfin aucune : et 9 a, nous ne sommes pas encore capables de 
le pfevoir ! La « rrfethode des rossignols » marche mais elle res- 
semble fichtrement a du bricolage de myope dans le brouillard. 
II nous faut trouver d'autres outils, plus efficaces, plus rapides et, 
disons-le, plus efegants. Le prix ? Lire la suite, mais vous n'etes 
pas oblige de le faire sur-le-champ. Vous pouvez deja attaquer les 
problemes de la page 41. 


SECOND ACTE 

Question : « A quelle condition et comment peut-on factoriser le 
trinome T = ax 2 + bx + c ? » 

U) 

A noter : les « coefficients » a,betc sont des nombres reels ; de 
surcroft, on prend soin de pfeciser « a different de z£ro » afin 
que le terme au carre ne disparaisse pas. 

Primo, puisque a n'est pas nul, on peut le mettre en facteur : 

T w = o(x 2 + ^x + §). 

Pour les debutants, il est bon de verifier qu'en d£veloppant on 
retrouve : ax 2 + bx + c. 

Secundo, utilisons la meme medecine que precedemment : le 
caique. 

T « = °( x2+ f x+ l)- 
T t 
i i 

caique A 2 +2AB 

(pour on verra plus tard). 


REPONSES 


TEST 1 


TEST 3 

1) o = 3 6 = 3 c = 3 


1) (x + 1) 2 = 0, d'ou x' = x' = -1 2) (2x- 1) 2 = 0, d'ou x = * = \ 

2) o = l 6=-7 c = -5 

3) o = - 2 6 = 0 c = 4 

4) a = - 1 b = - 1 c = 0 

5Jo = j 6 = 6 c = - 1 


3) 4x 2 -3 2 = (2x + 3)(2x-3) = 0, d'ou x' = -|;x" = | 

4) (x + 3) 2 = 0, d'ou x = x' = -3 

5) x 2 -2 2 = (x + 2)(x-2) = 0, d'ou x‘ = -2 ;x‘ = 2 

6) 4(x 2 + 2x+l) = 4 (x+ l) 2 = 0, d'ou x = x“ = -1 

7) (3x-l) 2 = 0,d'oux' = x' = j 

6 )o = 6 = 0 c = 0 


8) (3x) 2 - 2 2 = (3x + 2)(3x - 2) = 0, d'ou x‘ = -|;x‘ = | 

9) (x-3) 2 = 0,d'oux* = x" = 3 10](x + 5) 2 = 0,d'oux' = x" = -5 


TEST 2 

l)2x 2 + x-l 

2)-x 2 + 2x + 3 

3]-x 2 -x + 2 

4) 6x 2 -x- 1 

5)6x 2 + 7x-3 

6]5x 2 + 7x-| 

7]x 2 + -|x- j 

8)x 2 -2x + | 


TEST 4 

1] (x-l) 2 + l ; positif 

2)(x + 3) 2 + 2 ; positif 

3](2x+1) 2 + 1 ; positif 

4)(3x+2) 2 + 3 ; positif 

5) 2((x + 3) 2 + 1) ; positif 

6)j((x + 2) +2) ; positif 

7)- 3((x - 1) 2 + 4) ; n£gatif 

8)-((x + 2) 2 + 1) ; n§gatif 
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Premiere etape : 


Enfin : 


°[( x+ £) +i j^] (i) 


ou bien : 


«[(**£) , -T7 e ] hi 


Et enfin le fin du fin : 

Maintenant on reprend T (x) = a (x 2 + ^ x + £) 

et on remplace x 2 + £x par ce qu'on vient de trouver : 


On reduit au meme 
denominateur : 


x 2 = A 2 donneA = x. 


(i) et (j) c'est la meme chose ; on a juste un peu modifte les signes 
de la fraction. Et $a s'appelle la forme canonique. 


Deuxieme etape : 

2AB = ^xdevient2xB = £ x , 
soit2B = ^quidonneB =-^. 

Ensuite, on calcule (A + B) 2 , c'est-a-dire (x + ^) / 
ce qui donne : 

(**£)' -***&<&)■ '■ 

En simplifiant : 


> Zoom sur A < 

La quantity b 2 -4oc sera d£sormais not£e A (grand delta). 
A =b 2 - 4 ac est le « discriminant » du trinome. 

Et la factorisation de dans tout $a ? Justement, le plus dur 
est fait. 

II suffit d'y regarder de pres pour conclure... en trois etapes, ou 
trois cas comme preferent dire les mathematiciens. 

Premier cas : celui ou A < 0 (delta negatif). 

Avant tout, remarquez bien que si b 2 -4oc = A alors 
4 ac-b 2 = -Aetaussiquesi A<0alors-A>0. 

Ceci pose, examinons bien la forme canonique (i), cuisinee a la 
sauce delta : 




d'ou on tire : 


■***»* 




est positif parce que c'est un carre. 


-A 

4o 2 


est aussi positif. 
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Done T est positif et jamais nul (« strictement » positif, disent 
les mathematiciens). 

Ceci a deux consequences : 

1) T w = 0 (e'est I'equation du second degre) n'a pas de solution. 

2) Le trinome est toujours du signe de « a », quelle que soit 
la valeur de x. 


Deuxfeme cas : celui ou A = 0 (delta nul). 

La forme canonique montre que le trinome se reduit a : 

T oo = °( x + £)’' 
ou si vous voulez : 


T <*> = °( x+ £)( x+ £)- 


Ceci a deux consequences : 

1) T w = 0 a deux fois la meme solution (on dit aussi « racines ») 


X = X = -2^' 


2) Le trinome T est toujours du signe de « a », sauf pour 


X = - ^ ou on a 




Troisieme cas : celui ou A > 0 (delta positif). 

Dans ce cas on peut toujours dire que A est le carre de sa racine 
carree : 

a=(Va) 2 . 


Et la forme canonique (j) s'ecrit : 

■<*) °|A 2 a) 4 a 2 


ou mieux : 


(x) 


-■[(»*)’- ©l 


Regardez bien, ceci est une difference de deux carfes. Comme 
A 2 - B 2 , la fameuse identite remarquable, dont nous savons 
qu'elle est egale a (A + B) (A - B). 


Appliquons : 


= °[( x+ ^) + §][( x+ ^)-§]- 


Retirons les parentheses sans crainte : 


(X) 


- «(*♦*♦©(«*-©• 


Quelle chance I dans tous les termes constants le d^nominateur 
est le meme « 2o ». Profitons-en : 




Que personnellement je prefere ecrire (simple modification de 
signes) : 

Ceci a deux consequences : 

1) ^equation = 0 a deux racines distinctes : 

x' = dLM e tx - = -±±M. 

* 2 a 2 a 


2) Le signe du trinome s'obtient au moyen d'un tableau dans 
lequel les valeurs frontieres sont les deux racines x' et x " : 


X 

X ' X " 

x-x' 

( 

+ < 

signe ( 
de « a » 

l + 

< 

) - ( 

) signe < 

de « -a » 

+ 

> + 

i + 

l signe 
de« a » 

x - x" 

(x-x')(x-x") 

T m = a(x-x')(x-x") 


Conclusion : lorsque A est positif, le trindme est du signe de a 
pour les valeurs de x exterieures aux racines et du signe de - a 
pour les valeurs de x comprises entre les racines. 

Voila, les missions sont remplies. Vous avez tout en main pour 
attaquer gaillardement les problemes qui vous attendent 
page 41. ■ 
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PEUT-ON S'EN 
SORTIR SANS 
FORMULE ? 

Si vous avez oublie les formules du cours de maths 
qui permettent de resoudre une equation du second degre, 
voici un true simple pour pallier votre trou de memoire. 
Sortez votre calculette. 


OLIVIER GERARD 


»> 





U n jour, entre r§ve et cauchemar, je me retrouve seul 
sur une barque au beau milieu d'un lac. II fait nuit 
noire et j'ai perdu mes rames. Je ne sais plus quoi 
faire a part claquer des dents. Je voudrais bien sau- 
ter a I'eau et nager jusqu'au bord, mais je ne sais pas £ quelle dis- 
tance est le rivage et, question natation, je ne vaux pas tripette. 
Heureusement, j'ai avec moi une corde et quelques cailloux. 
J'attache un caillou a un bout de la corde, 
mesure 20 longueurs de bras a partir du 
caillou et fais un noeud. Pour plus de sure- 
ty, j'amarre I'autre extr£mit£ au banc de la 
barque. Je prends mon souffle et lance la 
pierre de toutes mes forces vers la rive. A la 
grace de Dieu ! 

La cordelette se deroule jusqu'au noeud puis j'entends 
un grand TOC. Le caillou a rencontre la berge. 

Ouf, elle est done h moins de 20 brassies ! Je 
tire sur la corde et recupere tout mon sys- 
teme. Je defais le noeud et, ce coup-ci, je 
compte 10 longueurs de bras avant de rat- 
tacher la corde. A nouveau je lance la pierre 
et, la, un gros PLOUF retentit. Je suis un peu 
d6gu : le rivage n'est pas si pres que ga. Mais 
maintenant je sais que je devrai nager entre 
10 et 20 brassees avant d'atteindre la rive. Si 
10 ne me font pas peur, 20 m'effraient un 
peu. Je veux done mesurer la distance qui 
me separe de la terre ferme a une brassee 
pres, histoire de ne pas me lancer au hasard. 

Je n'ai pas du tout envie de r£p£ter I'op^ration 
pour 11 longueurs de bras, puis 12, puis 13, 
etc., jusqu'a 19. Je choisis done de faire un nouvel 
essai pour 15 brassees : TOC sur la terre ferme. La rive 
est done « encadree » entre 10 et 15 brassees. L'espoir luit : 


est comprise entre 




15 brassies e'est encore un peu dur mais ga devient possible. 
Allons, encore un essai, mais quelle longueur choisir ? Bien sur 
le « milieu » entre 10 et 15 ! Et voila le noeud fait a 12,5 brassees. 
Nouveau lancer, e'est le quatrieme et je fatigue un peu. PLOUF 
fait le caillou : je devrai done nager au moins 13 brassies car je 
ne sais pas faire de demi-brassees. 

La logique voudrait que je fasse I'essai suivant avec une longueur 
qui corresponde au milieu du dernier inter- 
val^ « TOC-PLOUF » (12,5 a 15), ce qui fait 
13,75 brassees. Mais compter 0,75 brassee, 
est-ce bien utile ? Je souhaite « arrondir » 
et ne vois pas de raison serieuse de choisir 
entre 13 et 14. Pourtant, si je choisis 13 et 
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que la pierre tombe sur le sol, 
j'aurai une indication assez pre- 
cise pour me lancer a I'eau ; dans le 
cas contraire, j'essaierai 14 sans h£siter. 

C'est parti avec 13 et... TOC, sur le plancher 
des vaches. 

En 5 lancers, j'ai pu savoir que la distance d nager 
est comprise entre 12,5 et 13 brassees. L'intervalle qui 
contient la distance exacte est reduit a 0,5 brassee, alors que 
4 lancers avant, il £tait de 20 brassies : une division par 40, 
au prix d'un travail... mesure. Le jeu en valait la chandelle, pour 
si peu de moyens mis en oeuvre. 


> A I'eau, les inconnues! < 

Mais mon reve change de forme lorsque Theotime pointe le 
bout de son nez. Le bougre est encore contrary par son prof de 
maths qui I'a puni d'une equation du second degre. Cest chro- 
nique. « J'ai pas plus de memoire qu'un piaf, se lamente-t-il. Im- 


possible de caser la 
moindre formule dans 
mon ciboulot. » « Et les livres, 
c'est fait pour les chiens ? » « Mon- 
sieur, vous outragez mon honneur de cancre ! » 
Bon, il est ind^crottable. Voyons liquation en question : 


x 2 - l,15x- 3 = 0. 


Theotime, qui sait juste que cette equation a une racine negative 
et Tautre positive, doit donner une valeur au moins approchee 
pour chacune de ces racines. J'entre dans son jeu. Cool Th£o- 
time, on peut faire sans formules... mais un petit dessin met les 
idees en place. 


»> 
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#/(3) = 2,55 : TOC, racine entre 2 et 3. Theotime est aux anges. 
Pas de formules, juste un peu de calculette, le reve ! 

• A nouveau je coupe en deux : / (2,5) = 0,375 TOC, la racine est 
entre 2 et 2,5. 

« Stop, fait Theotime tout sourire. Un rteultat approch 6 d 0,5 
me suffit. Je crois meme que je pourrai trouver tout seul I'autre 
racine grace a cette methode. Aufait, c'est quoi son nom ? » « La 
dichotomie, d'un mot grec qui signifie "division par deux" » 
Ci-contre, la reponse de Th6o. Mais essayez done vous-meme. 
Petit coup de main : commencez par calculer / (- 8), compte 
pour un coup, et donnez la reponse apres le cinquieme coup. ■ 


PLOUF 


1 CT interval le 


La courbe en forme de bol represente la fonction : 
f(x) =x 2 - l,15x-3. 


REPONSE 


j a^Anoi} jsa aupej e| 301 d 

•o=c- ter i -) * sl'l - zteri -] = teri -) * 

: ja|nD|E3 ba \\ 'jessa |3Anou un *iej cpqj_ |S ^3 

asudujoD *sa aupej e| : 3Q1 

*S£6'0 * CST “) J : dntn «£ 
•l-^2-ajiua: jnoid 

-)^dno 3.17 



Ce que Theotime doit trouver, c'est la position de la surface de 
I'eau sur le bord du bol. (Qu'est-ce que I'eau vient faire la-dedans ? 
Mon reve de lac et de bateau peut-etre...). Fixez votre attention 
sur le bord droit, la ou je place un gros point qui re- 
presente la racine positive. On va maintenant la 
cerner. 

• Je calcule/(0), c'est-£-dire que je remplace 
x par zero. £a donne/(0) = -3. PLOUF I dans 
I'eau, pardon dans le negatif. 

• Maintenant je calcule / (16). Sortons la 
calculette. Tapons 16, puis touche x 2 , puis-1,15 
multiplie par 16 et finalement - 3. Resultat 234,6 
et TOC, positif. La racine est entre 0 et 16. D'ac- 
cord, c'est peu precis mais voyons la suite. 

• Maintenant je calcule/(8). Clic clic sur la cal- 
culette : 51,8. TOC : la racine est entre 0 et 8. 

• Ensuite je veux/(4) : 4, touche x 2 , - 1,15 x 4, puis 
- 3 = 8,4. Re-TOC ! La racine est entre 0 et 4. £a se resserre, 
la methode est bonne. Encore un pas :/( 2). Clic-clic = - 1,3 : PLOUF 
dans le negatif. Elle ne nous echappera pas ! Elle est entre 2 et 4. 
A nouveau je vais taper au milieu de cet intervalle. 


*0 *3 £ - aj;ua aupej : 301 

•£'S>CZ-)J :d "° 3 £ 
0 13 *7 - 34U3 aupej : 

•9Zl = fr-)J :dn< »£ 
•0 *3 8 - auua aupej : DOl 

rOZ. = C8-]J- 3 R|e3|! < dn01d 
*£ - = ( 0 ] J anb luawnos as aw!}oaq_L I 
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RROIES ET 
PREDATEURS : 
POURQUOI DE 
TELS ECARTS ? 

Pourquoi, telle annee, sauterelles, meduses, souris et autres 
pucerons se mettent-ils a pulluler ? Et pourquoi, I'annee da pres, 
tout redevient-il paisible ? Figurez-vous que ces mysteres 
de la nature ressemblent etrangement aux caprices d'une 
petite equation du second degre. En route vers le chaos. 

JEAN-PIERRE BOUDINE 
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A frique sahelienne, en plein midi. Au loin, une ombre 
dans Kair et un leger crissement... Dans les champs, 
les paysans levent la t§te, et r£alisent soudain que la 
catastrophe va fondre sur eux. 

Quatorze heures : le soleil est entierement 
cach£, il fait nuit en plein jour. Le crissement 
est devenu un insupportable sifflement. Les 
sauterelles sont la ! Un nuage geant grouil- 
lant de milliards d'insectes va tout detruire, 
reduire les populations a la famine. Personne n'a rien vu venir. 
Quelque part dans le desert australien. Le poil herisse, 
affoles, les chats miaulent depuis plusieurs jours. Le fermier 
ne comprend pas. Trois souris passent alors dans la cour. Un 
miserable trio de souriceaux et pourtant I'homme blemit. La 


porte de la grange tremble, semble se gondoler puis cede sous 
une poussee enorme. Des millions de rongeurs se repandent 
partout en un instant. Le torrent gris escalade, d£vale, grignote 
et bientot tout est reduit en sciure. Per- 
sonne n'a rien vu venir. 

Des ann£es sans sauterelles, des ann£es 
sans souris puis, brutalement, une 
monstrueuse pullulation. Les scientifiques 
ont essays de comprendre ces caprices de 
la nature. Heureusement, au siecle dernier, un mathematicien 
beige, Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849), a leve une partie 
du secret des populations animales. Sa decouverte : une fonc- 
tion math£matique tr^s simple qui semble d^crire cette alter- 
nance de calme biologique et de dechamement. Voyons. 


r 


Lachez des coccinelles 


dans un enclos de 


ucerons bien nourris : 


ui s'en tirera le mieux? 
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> Manger et mourir < 

Donnons-nous un modele simple. Un grand jardin peuple de 
pucerons, recouvert d'une bulle de plastique fa$on biosphere : 
rien n'entre, rien ne sort. Lachez des coccinelles friandes de puce- 
rons dans ce milieu clos. Et observez le combat proies-predateurs. 
Les coccinelles boulottent les pucerons, et, bien nourries, vont 
se reproduire a tire-larigot. Leur descendance fera de meme. 
Les pucerons eux aussi se nourrissent et nous supposons, 
pour simplifier, que leur garde-manger est inepuisable. Ils font 
£galement des petits. Qui va s'en tirer le mieux ? 

Cette situation volontairement simplifiee peut donner des resultats 
extraordinairement varies. Si les pucerons se reproduisent beau- 
coup plus vite que les coccinelles, et si I'app6tit de ces demferes 
n'est pas trap fort, les deux populations vont crortre indefiniment. 
En theorie du moins, car, en realite, la nourriture des pucerons n'est 
pas illimit^e... II est £galement possible que les coccinelles, trap 
gourmandes, fassent decrortre la population des pucerons. Mais, 
du coup, moins bien nourries, elles ne se reproduisent plus autant, 
tout en maintenant la pression sur les pucerons. Si bien que, de 
diminution en diminution, les deux populations vont s'eteindre. 

Le comportement le plus courant est plus complique que cela. 
Cest une sorte de balancement. Les coccinelles font d£croitre 
la population des pucerons. 

Comme il y a moins de nour- 
riture, le nombre de cocci- 
nelles diminue a son tour; 
comme il y a moins de preda- 
teurs, les proies se remettent 
a prosperer... II y a dorena- 
vant davantage de pucerons, 
la population des coccinelles 
augmente de nouveau, et c'est au tour de la population des 
pucerons de chuter. C'est un cycle. II peut y avoir toutes sortes de 
cycles, ce qui explique dans certains cas les annees a meduses, 
£ sauterelles, & souris, etc. 

> L'equation magique < 

Comme annonce, on peut etudier une partie de ces situations 
compliquees avec un procede simple, puisqu'il s'agit d'une fonc- 
tion (zoom) du second degre. Voici cette fonction magique : 

/(x) = 4px(l-x), 

que Ton considere pour des valeurs de x comprises entre 0 et 1. 


Posons que x est le nombre de coccinelles une certaine annee, 
et f(x) ce nombre Fannee suivante. Comme 0<x<l, le 
nombre de coccinelles devra, par exemple, etre divis£ par 
1000. Un effectif de 355 coccinelles deviendra dans ce cas: 
x =0,355. La lettre p cache un nombre qui resume certaines 
circonstances, par exemple la vitesse de reproduction des pr£da- 
teurs relativement aux proies. On I'appelle, dans ce contexte, un 
« para metre ». 

Remarquez des maintenant que, si x augmente, (1 -x) diminue. Par 
consequent, le r£sultat de la multiplication deviendra plus grand... 
ou plus petit, selon les cas. Ce sont ces cas que nous allons scruter. 

> A vos calculatrices < 

Fixons pour commencer p = 0,7. La fonction / (x) est alors egale 
a 2,8x (1 -x) ou, apres developpement/(x) = - 2,8x 2 + 2,8x. Tra- 
?ons-la pour 0 < x < 1. Une parabole s'affiche, tout e fait ordinaire. 



Maintenant, vous pouvez entrer dans la danse, si vous le souhai- 
tez, arme d'une calculatrice ou d'un ordinateur. Posons comme 
premiere valeur de x, le nombre 0,3 (= 300 coccinelles). En calcu- 
lant/(0,3) on trouve : 

/ (0,3) = 2,8 x 0,3 (1 - 0,3) - 0,588. 

La population de coccinelles, qui etait de 300 une annee, devient 
done 588 I'annee suivante. Pour connaTtre le destin de la tribu, il 
faut maintenant cal culer/ (0,588), qui vaut 0,678. Puis / (0,678), 
qui donne 0,610, etc. Vers le vingt-cinquteme coup environ, on 
obtient une stabilisation a 0,643. Ce procede repetitif porte un 


ZOOM 

Un nombre f (x) est 
une fonction d f un 
nombre x si sa valeur 
depend de celle de x. 
Exemple : f (x) = 3x ♦ 1. 
Quand x = 2, f C2] = 7. 
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Pour connaTtre le destin 


des coccinelles, rien ne 


vaut une belle iteration. 


nom : I'iteration. Un 
phenomene se deroule 
a partir d'une donn£e 
et produit un resultat ; 
ce resultat devient la nouvelle donnee de depart, on le passe a la 
moulinette de la fonction et ainsi de suite. 

Revenons au dessin ci-dessus. La droite qui le balafre est I'en- 
semble des points dont I'ordonnee est egale a I'abscisse, comme 
(0,2 ; 0,2), (0,5 ; 0,5), etc. Son equation n'est autre que y = x. 
Que se cache-t-il aux points d'intersection des deux courbes y-x 
et y = 2,8x (1 -x), c'est-a-dire de la droite et de la parabole ? Pas 
difficile : ces points sont les solutions d'une equation reunissant 
les deux membres de droite. 

On pose done : 

2,8x (1-x) =x. 


communs a la parabole et a la droite y = x sont importants : Ils 
sont fixes. Pour ces deux valeurs de x, la « sortie » vaut l'« en- 
tree ». Lorsque vous proposez a la fonction / (x) = 2,8x (1-x), 
les valeurs 


9 

x = 0 ou 

elle vous retourne tout bonnement la valeur que vous avez en- 
tree (puisque Id, y = x). A ces points remarquables, I'iteration 
tourne court, plus rien ne bouge : coccinelles et pucerons ont 
des effectifs constants d'une annee sur I'autre. 

Ilya plus etrange. En partant de n'importe quelle valeur initiate 
de x (comprise entre 0 et 1), on est irr£sistiblement attire par : 

_ 9 _ 

14* 


> L'etrange attracteur < 

Developpez 2,8x (1 -x) = x. 

II vient 2,8x 2 - l,8x = 0. On trouve deux racines : 

, * 9 

x = 0 et x = -j 4 ' 

dont une valeur approchee est... 0,643. Tiens tiens, une 
connaissance ! Eureka ! On comprend pourquoi les points 


Ce n'est pas un bete point fixe, e'est un point fixe ATTRACTIF. Le 
point x = y = 0 est egalement un point fixe, mais les valeurs s'en 
eioignent : lui est repulsif. 

Comment se fait-il qu'il y ait des points fixes attractifs (dits 
« attracteurs ») et d'autres repulsifs ? 

Foin de demonstration, vous pouvez « sentir » la chose d I'aide 
d'une calculette. Si vous multipliez constamment par lui-meme le 
nombre 1,01, vous verrez le resultat augmenter lentement, puis 


Figure 2 



Le trajet en escalier illustre la 
m£canique de l'it£ration. Pour les 
valeurs proches de O, « I'escalier » 
est trap petit, on n'y voit goutte. 
Prenons done le train en marche, 
un peu plus loin dans I'iteration, 
par exemple quand la valeur de x 
correspond au point rep£r£ par la 
lettre « a » Cerrtr£e) et qu'il faut 
trouver f [a) [la sortie]. Pour cela on 
passe de « a » au point b sur la courbe 
puis au point c qui correspond d f (a]. 
Cette derniere valeur sert « d'entree » 
d une nouvelle iteration; il faut la 
rapporter sur I'axe des x, ce qui est un 
jeu d'enfant si on utilise la droite y s x. 
Suivez le guide: de c, on passe d d, 
puis a e. Et on recommence, passant 
ainsi par f, g, h et i. Ici la machine 
se detraque car notre parabole a cess£ 
de monter pour se mettre d descendre 
et le meme principe nous fait 
converger vers le point attracteur. 


QR#HS1 © N0VEMBRE2016 







s'emballer, devenir gigantesque 
et s'envoler vers I'infini. La 
manip est simple : saisissez 
(1,01) 10 , (1,01) 100 , etc. Si 
vous faites la meme chose 
avec le nombre 0,99, vous 
allez chuter vers... zero ! 

Dans le premier cas, les 
valeurs s'echappent ; dans 
le second cas, elles se 
concentrent. Pourtant, 

1,01 et 0,99 sont vraiment 
tr£s voisins ! V6rifiez, c'est 
etonnant. 

Resumons : pour p = 0,7 on 
a un point attracteur. Pucerons et 
coccinelles sont en phase stable 
au bout d'un certain temps. Pour 
une plus petite valeur de p, 0,2 par 
exemple, le point x = 0 devient at- 
tractif : coccinelles et pucerons dispa- 
raissent... 


> La bosse du chameau < 


Que se passe-t-il si Ton fait croitre p au-dela de 0,7 ? Par exemple 
pour p = 0,8, on a : 

/(x) = 3,2x (1-x). 

Si nous demarrons l'it£ration avec 300 coccinelles, on aura : 


/(0,3) = 0,672. 

Puis en appliquant/a cette valeur, il vient successivement 
0,705 ; 0,665 ; 0,712 ; 0,655. 

Attention : si vous taqui- 
nez la calculette, surtout, 
reintroduisez toutes les 
d&imales proposes par 
la machine. Au bout 
cfune quinzaine d'opera- 
tions, vous obtenez alter- 
nativement deux valeurs 
qui ne bougent presque 
plus, Tune a 0,799 et 
I'autre a 0,513. 



C'est ce qu'on appelle un 2-cycle attractif. L'effectif des bestioles 
oscille entre deux valeurs fixes, quelle que soit la valeur initiale, 
a deux exceptions pr&s. Cela pourrait signifier que, les ann£es 
paires, il y aurait « beaucoup » de coccinelles et que, les annees 
impaires, il y en aurait « peu ». On a beau regarder le graphe de la 
parabole (juste un peu plus pointue que la precedente, figure 3), 
on ne distingue aucune situation particuliere pour ces deux 
valeurs 0,513 et 0,799. 

En revanche, comme ce graphe coupe toujours la droite y = x en 
deux points, on peut etre certain que si vous donnez a x Tune de 
ces deux valeurs, rien ne bougera d'une annee a I'autre. Ce sont 
les deux exceptions signalees plus haut. 

Seulement, cette fois, ces points fixes ne sont pas attractifs. 
Resultat : si vous prenez une valeur ne serait-ce que legere- 
ment differente (et, sauf pour 0, c'est inevitablement ce qui va 
se produire), les valeurs s'eloigneront, et tomberont dans le 
2-cycle. Y a-t-il une explication math£matique a cela ? 


»> 
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Oui. Pour la comprendre, il faut sauter une annee sur deux. 
Autrement dit, regarder ce que donne la population non pas un 
mais deux ans apr£s. 

> La double bosse < 

Si x est la population de coccinelles une certaine ann£e, la 
population de Fannee suivante sera : 

y~fM = 3,2x(l-x). 

Et celle de Fannee d'apres ? Ce sera / (y). Si Ton veut calculer 
/ (y) il faut done, dans/(x), remplacer x par y, c'est-a-dire par 
3,2x (1 -x). Facile a condition de ne pas s'effrayer d'une ecriture 
un peu compliquee. £crivons : 

/(y) =/(/ (X)) = 3,2 [3,2x (1 -x)] (1 - [3,2x (1 -x)]). 

Les crochets servent simplement a bien voir qu'on a partout 
remplace x par 3,2x (1 — x). 

Qu'est-ce que cette fonction de x ? Tout betement un polynome. 
Si vous le developpez (ce n'est pas indispensable), vous verrez qu'il 
est de degre quatre 
(done du genre x 4 ...). 

Un logiciel graphique 
nous evitera une 
£tude barbante. Af- 
fichons le profil de la 
chose (voir figure 4). 

Le voici, avec la 
fameuse droitey = x. 

La double bosse est 
la fonction qui, selon 
la population de Fan- 
nee N, donne celle 
de Fannie N + 2. Nous la noterons g. 

II y a quatre points communs entre la courbe bosselee de g et la 
droite, done quatre points fixes. On peut deviner qu'il y a deux 
points fixes rgpulsifs (0 et un autre) et deux points fixes attractifs, 
dont les valeurs sont celles du 2-cycle de/, a savoir 0,513 et 0,799. 
Que penser ? Si, pour une certaine valeur de x,/(x) = x, dest que la 
population ne bouge pas d'une annee sur Fautre. Dans ce cas, elle 
n'a toujours pas boug£ au bout de deux ans. Mais le contraire n'est 
pas vrai ! Que la population de Fannee N + 2 soit la meme que celle 
de Fannee N n'implique pas que celle de Fannee N + 1 soit encore 
£gale. Cela peut signifies justement, un balancement, ou comme 
disent les matheux, un 2-cycle. 


LE NOMBRE DE FEICENBAUM 

Vous pourriez faire la mdme 6tude avec une autre 
fonction que f (x) = 4px [1 - x). Du moment qu'elle a 
une forme de bosse arrondie, e'est bon. Par exemple 
une fonction sinus, avec un param&tre p, du genre : 
g (x) = p sin nx, x et p entre 0 et 1. Vous trouveriez 
le meme ph£nom&ne : cascade de bifurcations 
puis chaos. M£me num6riquement, on verrait des 
similitudes. Par exemple, les valeurs fronti&res de 
p ont une propriete etonnante. Elies sont de plus 
en plus serrees et la longueur de I'intervalle qui les 
s6pare est divis6e, quand on avance, par 4,669201... 
Plus precisement, le facteur de reduction des 
intervalles est de plus en plus proche de ce nombre. 
Si vous prenez une autre fonction, totalement 
differente [mais ayant une forme de bosse arrondie), 
vous retrouverez la meme propriete des valeurs 
fronti&res, avec ce meme nombre 4,669201 (les 
decimates suivantes sont : 609 102...). On appelle 
cette drole de valeur le nombre de Feigenbaum, 
du nom d'un physicien am£ricain I'ayant etudie. 

Le nombre de Feigenbaum se trouve etre en ce sens 
une constante universelle. 


i / 

Nous avons vu qu'apr&s un certain nombre derations, les va- 
leurs des populations sont, a un poil pres, successivement d'an- 
nde en ann£e : 0,799 ; 0,513 ; 0,799 ; 0,513 ; 0,799 ; 0,513... 
Regardez seulement une annee sur deux. Vous avez, disons, les 
annees de millesime impair (0,799 ; 0,799 ; 0,799 ; etc.), e'est-a- 
dire un premier point fixe. Et les annees paires (0,513 ; 0,513 ; 
0,513 ; etc.), un second point fixe. Les annees a pucerons (ou a 
sauterelles, etc.), dans cet exemple, sont celles qui enregistrent 
une population importante, e'est-a-dire les annees impaires. 
Mais la nature pr£sente des situations encore plus compliqu£es... 

> Montagnes russes < 

Experimentons une troisieme valeur, p = 0,875, e'est-a-dire : 
/(x) = 3,5x (1 — x). 

Observons le niveau de la population des coccinelles avec 
0,4 (= 400 coccinelles) comme point de depart. Et iterons 
allegrement. Voici les seize premieres valeurs, avec trois 
decimates lues sur la machine : 

0,4 ; 0,84 ; 0,47 ; 0,871 ; 0,39 ; 0,833 ; 0,486 ; 0,874 ; 0,384 ; 
0,828 ; 0,497 ; 0,874 ; 0,382 ; 0,826 ; 0,500 ; 0,874. 
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Si vous continuez, les trois premieres decimales ne bougent 
plus. Comme les fois precedentes, vous pouvez verifier que le 
comportement est le meme quand on part d'une autre valeur : 
0,9 (= 900 coccinelles) ou 0,2 (= 200 coccinelles). Cela s'appelle 
un 4-cycle attractif. Tous les 4 ans, coccinelles et pucerons re- 
passeraient done par un m§me niveau de 
population. 


Pour I'expliquer, considerons la fonction qui va de la population 
d'une annee donnee a celle de QUATRE annees apres, soit 
/(f(f (/*)))• Ce qui fait un polyndme de degre seize (£ calculer 
seulement si vous faites de I'insomnie), et une courbe a 8 bosses 
qui rencontre la droite y = x en un certain nombre de points 
fixes. QUATRE de ces points sont des attracteurs. A continuer 
ainsi, I'expose deviendrait fastidieux. Sautons plutot a une 
description plus globale du phenomene. 

> Disparition des limites < 

/ ■ Prenons de Taltitude. Au fond, le destin de nos 

q i petites betes de jardin depend du parametre p. 
Lequel possede des valeurs tres speciales (tou- 
jours entre 0 et 1, bien sur), dites « valeurs 
frontieres ». Entre ces valeurs, la suite 
les it£r£es se comporte de fa^ons di- 
verses. Ne parlons que des points ou 
cycles « attractifs ». Dans les pages 
precedentes, nous avons d'abord 
rencontre un point attracteur, 
puis un 2-cycle avec 2 points 
attracteurs, un 4-cycle avec 
4 points attracteurs, etc. 
. Les mathematiciens ont 


»> 
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-cycle 4-cycle 


8-cycle autres doubiements de p6node 


baptise cette ramification la « cascade de bifurcations ». Encore 
plus etrange, et meme carrement perturbant, au-dela d'une cer- 
taine valeur de p, la suite des ityryes semble devenir anarchique, 
chaotique. 

La fleche ci-dessous resume la situation. 

0 ; 

point face 

Sur ce « chaos », il y aurait beaucoup a dire : c'est un secteur des 
maths (et de la physique) en pleine sante. Par exemple, quelle est 
la difference entre un ordre tres complique et pas d'ordre du tout ? 
En d'autres termes, comment sait-on qu'une suite anarchique 
de nombres ne va pas revenir telle quelle au bout d'un certain 
temps ? Auquel cas il existerait un ordre cache dans cette suite. 
Difficile de repondre. Imaginez que vous ayez un cycle de lon- 
gueur 1 024. II faudra environ 10 000 iterations pour que vous re- 
marquiez qu'elles viennent se coller sur les memes 1 024 valeurs ! 
Longuetet pas simple ! 

La situation est encore plus compliqu£e dans la zone chaotique. 
Vous pouvez avoir des cycles tres longs et, tout a coup, un cycle 
de longueur 3 (un 3-cycle). Par exemple pour p = 0,957968512, 
les valeurs sont attires par le 3-cycle 0,5 ; 0,957 : 0,154. Pour 
certaines valeurs de p, on sait demontrer qu'il n # y a pas de cycle 
du tout et que les valeurs des iterees remplissent equitablement 
I'intervalle de tous les nombres entre 0 et 1. Bref, les populations 
de pucerons et de coccinelles varient chaque annee, sans regu- 
larity aucune, avec des pullulations brutales suivies d'effondre- 
ments. En d'autres termes, d£s que p aborde la zone chaotique, 
il devient impossible de prevoir ce qui va se passer. 



j 

/4 
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> La fleur couchee < 

Le dessin suivant, que vous pouvez obtenir sur votre ordinateur 
avec un logiciel de calcul, est une vedette des mathymatiques du 
chaos. Cette drole de fleur horizontale montre la meme chose 
que la fleche ci-contre, en plus joli et plus parlant. En abscisse, 
vous avez 4p. En ordonnye, la valeur des points attracteurs a 



Le chaos est un secteur 


des mathematiques 


leine sante 




partir du moment ou la situation, si elle doit se stabiliser, se 
stabilise. Vous demandez a Tordinateur de calculer les 60 pre- 
miyres ityryes, et de reprysenter seulement la ou les valeurs 
obtenues a partir du rang 30. 

La « tige », a gauche, est la zone ou il y a un attracteur et un seul. 
A partir du rang 30, les ityryes sont toutes coliyes sur un point. 

Un peu plus loin, la tige 
se divise : les iterees se 
collent sur un 2-cycle. 
Puis, chaque branche 
du 2-cycle se dedouble, 
etc. A partir d'une certaine valeur de p, les ityryes remplissent 
toute la verticale, c'est le « chaos ». 

Pourquoi ? Parce que, pour etudier la nature, les 
mathematiciens la simplifient : c'est la demarche meme de 
la science. Quand ils simplifient beaucoup, Involution est 
lineaire, I'avenir est trace tout droit, on peut prevoir. Quand ils 
simplifient un peu moins (pour avoir un modele plus fidele), 
c'est non lineaire et il arrive qu'on ne puisse plus pryvoir. Et 
le desordre qui apparait alors ressemble bougrement a ce qui 
se passe parfois dans les jardins ou les coccinelles devorent 
les pucerons. Tout ?a avec ces bonnes vieilles yquations du 
second degre ! Qui I'eut cru ? ■ 
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CQMMENT 
L'ALGEBRE A -T- 1 L 
COMMENCE ? 

Vous trouvez les maths austeres ? Pourtant, les aventuriers 
de I'Arche perdue font pale figure a cote de ceux de I'algebre ! 
Les chevaliers de I'equation se sont battus pendant cinq mille ans f 
de Tlnde a I'ltalie, via les ruelles obscures de Babylone, 
Alexandrie et Bagdad. Voici leur histoire. 

AHMED DJEBBAR 
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L a nuit tombe sur le fleuve Euphrate ; deja, les premiers 
feux s'allument dans Babylone. Enkil, le riche carava- 
nier, agonise. Ses trois fils I'entourent, inquiets de ses 
dernieres paroles qui vaudront testament. Le notaire 
affute son stylet, une tablette d'argile frafche sur les genoux. 
Dans un coin, portant des torches, les deux serviteurs Kurlil et 
Nabu retiennent leurs larmes. Le vieil Enkil 
leve une paupiere sur son oeil ruse et arti- 
cule avec ses dernieres forces : « Je legue a 
mon fiddle Nabu I'dqui valent de la part de 
I'un de mes mauvais fils. Au brave Kurlil !, je 
donne le tiers de ce qui reste du tiers apres la 
part. » Puis, ayantdit, Enkil meurt. 

« Par les ailes du demon Pazuzu, que nous reste-t-il ? » gemissent les 
mauvais fils en rossant les serviteurs. Vite, on fait venir de Babylone 
un calculateur auquel on soumet le probl&me. Le sp£cialiste s'assied 
en tailleur, aligne quelques signes cuneiformes sur sa tablette, de- 
mande a etre paye et livre enfin la reponse ( voirencadre O). 


C'est ainsi qu'a commence I'algebre. Tres modestement. En s'ap- 
pliquant a des affaires d'heritage, de pret a interet, d'arpentage 
des terres. Bref, a des probl£mes de tous les jours ou se glisse 
une inconnue. Pour resoudre ces problemes pratiques, les cal- 
culateurs - c'est le nom qu'on leur donnait - ont mitonne plu- 
sieurs precedes, dont celui de la double fausse position, comme 
dans Thistoire du vieil Enkil. Et puis, un jour, 
un scribe amoureux des chiffres est tombe 
sur un casse-tete qu'aucune de ces ficelles 
ne pouvait resoudre. Exemple : « Trouverun 
carre qui soit tel que , si on lui ajoute un rec- 
tangle de largeur egale au cote du carre et 
de longueur 10 , la surface totale soit dgale 
a 39. » Un petit malin imagina une solution purement geome- 
trique ( voirencadre 0 ). Sans le savoir, il venait de decouvrir le 
premier precede de resolution de ce qu'on appellera, beaucoup 
plus tard, une equation du second degre. 

Le nom de ce heros ? Mystere ! Sur les debuts de I'algebre, les »> 


^^^Cest i ainsi > c|i/a__ 

i commence£aj2ebre i 
Tres modestement. 
En^s^aggjiguant^d^ 
affaires d'heritage. 


O m£thode de la double fausse position 


« Je Idgue $ mon fiddle Nabu Equivalent de la part de I'un de 
mes mauvais fils. Au brave Kurlil , je donne le tiers de ce qui 
reste du tiers aprds la part. » 

Alors, quelle part de I' heritage revient aux trois mauvais fils ? 
Voici quelle 6tait la demarche des calculateurs de Babylone, en 
utilisant I'ecriture actuelle. 

La vraie difficult^ se trouve dans Interpretation de I'^nonce. 
Soit m I'heritage et p la part de chacun des trois fils. Chacun 
des 3 fils a une part : cela fait 3p. Le fidele Nabu a une part 
egale : encore p. 

Enfin le brave Kurlil a ^ de « ce qui reste du tiers de 

I'heritage moins une part » : — - p). Le total etant egal a 
I'heritage m. 3X6 7 

Voici done liquation a resoudre ; il s'agit de trouver p 
connaissant m : 

3 p + p + |(j-p) = m 

e'est-a-dire : 4p - = m-^. 

Jusqu'ici nous aurions suivi le meme chemin que les 
calculateurs de Babylone et serions bien pres d'aboutir. Mais, a 
partir d'ici, les Babyloniens utilisent une route bien tortueuse. 
Ms font de m - y un bloc, egal e b, et arrivent £ 4p - - p = b. 


Leur methode consiste £ remplacer, dans cette formule, p, que 
Ton cherche, par une valeur quelconque p, qui a done toutes les 
chances d'etre fausse Cd'ou le nom donne £ la methode]. Apr£s 
calcul, on trouve un nombre b 1 : 

4 v?Pi = K- 

On reddive : donnant £ p une seconde valeur p ^ tout aussi 
fausse que la pmcedente, on calcule b 2 : 

4 P 2 -fp 2 = b 2 . 

En possession des trois nombres b, b x et b 2 , on calcule les 
differences b-b 1 etb- b 2 . On les note : 

A 1 = b - b lt et A 2 = b - b 2 , £ seule fin de les introduire dans la 
formule magique : 

_ PA 'PA 
P - V A, 

qui donne le resultat exact. 

On voit mieux sur un cas pratique. 

Par exemple, si I'heritage est 

m = 900000 €, la part p = 218182 €. 
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0 PROBLEME DU CARRE ET DU RECTANGLE 


« Trouver un carr£ qui soit tel que, si on lui ajoute un rectangle 
de largeur egale au cote du carri et de longueur 10, la surface 
totale soit 4gale b 39. » 

Les calculateurs ont du longtemps se gratter la tete pour 
repr^senter le probldme b I'aide de figures g6om£triques. 

Une des manieres possibles les a particulierement int6ress£s 
parce qu'elle leur a donn6 I'id6e d'un proc6d4 de 
calcul qui leur 6vitait de refaire f a chaque fois, la 
figure. Un coup d'ceil a celle-ci [voir ci-contre) 
est de mise en n'oubliant pas qu'il s'agit de 
rSsoudre une Equation qu'on 6crirait aujourd'hui : 
x^lOx = 39 

(surface du carr6 : x 2 , plus surface du rectangle 
lOx, le tout devant faire 39]. 

Le carre central, de cdt6 x, a pour surface x 2 . 

Sur chacun de ses cotes on place un rectangle 
de largeur 10/4 = 2,5. Chacun de ces rectangles 


a pour surface 2,5x et b eux quatre cela fait : lOx. 

La partie claire (carre central plus les quatre rectangles jaunes] 
a done pour surface x 2 + lOx, qui a le devoir de faire 39. 
Examinons les petits carres mauves, de cote 10/4 = 2,5. 

Chacun a pour surface 2,5* = 6,25 et b eux quatre 
4 x 6,25 = 25. 

Cest ainsi que la surface du grand carr6 qui 
englobe le tout doit etre egale £ : (parties jaune 
et blanche 39] plus (partie mauve 25] = 64 = 8 2 . 
Le cote de ce grand carre vaut done 8. Et comme, 
visiblement, il vaut aussi 2,5 + x + 2,5, 
on a x + 5 = 8, d'ou x = 3. 

Une remarque s'impose : liquation 
x 2 + lOx - 39 = 0 ad met une seconde racine 
x = -13, mais a cette 6poque les nombres n6gatifs 
n'avaient pas cours, surtout pour mesurer une 
longueur ! 





2,5 

X 

2,5 
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historiens font profil bas. On ne sait ni qui, ni ou, ni quand. Peut- 
etre a Babylone, peut-etre en Inde, peut-etre 2 000 ans avant 
notre &re. Ces vieilles civilisations se sont m£me heurt£es aux 
problemes du troisieme degre, ou Ton voit apparaTtre des x 3 a 
tire-larigot. Mais elles s'y sont casse les dents, malgre quelques 
jolies ruses de Sioux ( voir encode O). 

> Diophante : le fantome d'Alexandrie < 

Tout cela a dO avoir lieu il y a environ quatre mille ans. Puis 
I'Histoire a passe, accumulant les siecles et les civilisations : Perses, 
Grecs, Romains ont tour a tour traine leurs sandales autour de 
la Mediterranee. L'algebre, elle, ne progressait plus guere, ou si 

peu ; on se contentait le 
plus souvent d'accumu- 
ler les solutions comme 
autant de recettes de 
cuisine ; on ne demon- 
trait jamais rien. line ex- 
ception quand meme, qui est aussi un des myst&res de I'histoire 
des sciences : le cas Diophante. 

Le peu qu'on croit savoir de lui a donne pretexte a une devinette : 
son enfance dura 1/6 de sa vie ; sa barbe poussa 1/12 de sa vie 
plus tard ; apres 1/7 de celle-ci, il se maria ; cinq ans plus tard, 


Alexandrie, ville qrecque 


situee en E 


un formidable 


O SOLUTION DE LA DEVINETTE 

Avec x = duree de la vie, on ecrit : 

(t + ^ + M ) x+9 = x ' 

14 + 7 + 12 + 42 


soit- 


84 


-x + 9 = x, 


soit + 9 = x. Puis x-^x = 9, 

9 

qui donne— x = 9 et enfin x = 84. 
Diophante serait alors mort a 84 ans. 


il eut un fils qui vecut la moitie de la vie de son pere et mourut 
quatre ans avant lui ; a quel age est-il mort T ( voirencodre ©). 
D'apres les specialistes, Diophante aurait vecu et travaille 
a Alexandrie entre 150 av. J.-C. et 350 apr. J.-C. Cinq siecles 
d'incertitude, rien que ?a I Alexandrie, bien que situ£e en 
Egypte, etait une ville grecque, la lumiere du monde antique, 
un formidable foyer scientifique. Quelque chose comme Oxford, 
Paris et Harvard r£unis. Diophante ne pouvait pas trouver mieux 
pour exprimer son talent. 

‘Anecdote tir£e d'un ouvrage que nous vous conseillons : Des matMmaticiens de Ad Z, par 
Bertrand Hauchecorne et Daniel Suratteau, Editions Ellipses. 


O LES NOMBRES DANS LA CAVE 


Voici un probl£me trouv6 sur une tablette babylonienne : 

« Soit une cave dont la profondeur est egale a douze fois son 
flanc. J'ai extrait la terre. J'ai additionne mon sol et la terre et 
c'est 1 + 1/6. Le front est les deux tiers du flanc. Que sont le 
flanc et le front ? » 

On commence par choisir un symbole pour chaque grandeur : 
x pour le flanc [longueur), y pour le front [largeur) et z pour la 
profondeur. Le mot « sol » signifie « surface » (au sol) et 
le mot « terre »> est mis pour « volume ». 

Le « sol » = xy et la « terre » = xyz 

dont la somme est egale a 1 + 7 : 
b 

xy + xyz = I+7. 

b 

On sait en plus que « la profondeur est douze fois le flanc » : 
z = 12x et que « le front est les deux tiers du flanc » : 


y = (|)x. On remplace done y par (^jxetz par 12x : 

x (f) x+x (f) xxl2x = 1+ i 

D f ou:|x 2 + 8x 3 = I + 7 et 8x 3 + |x 2 = 7. 

i bob 

Puis, en multipliant par 216 : 1728x 3 + 144x 2 = 252, 
soit : 12V + 12V « 252. 

Ici la situation semble coinc6e. Les Babyloniens, au hasard 
des problemes et des calculs, avaient constitue des tables 
num£riques : sommes de nombres, sommes de carr£s et 
sommes de cubes, sommes de carr£s et de cubes. 

II leur suffisait de chercher dans ces tables un nombre 12x 
dont le carre plus le cube = 252. Ce nombre est 6. 

Dds lors, 12x = 6 donne x = ^ et y = 
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De Diophante, on n'a retrouve que des fragments de son grand 
oeuvre, le Livre des Arithmetiques. II y traite de diverses formes 
d'£quations, du premier, du second et m£me du troisteme 
degre. II est, semble-t-il, le premier a avoir delaisse les figures 
geometriques, le premier a avoir introduit un symbolisme 
math£matique. Par exemple, il note o (le sigma grec) I'incon- 
nue que nous, nous notons x. Du coup, ses equations sont un 
des tres rares domaines des maths antiques qui fassent encore 
de nos jours I'objet de recherches pointues ! 

> Les cavaliers de I'lslam < 

Diophante le meteore disparaTt, Alexandrie la merveilleuse 
s'£teint, les conqu^rants passent et repassent. Et puis les 
Arabes deferlent comme une tornade sous I'etendard vert 
de I'lslam. En quelques annees, de 634 a 711, ils batissent 
un immense empire qui s'£tend de I'lnde aux Pyrenees. 
Au debut, leurs nouveaux sujets se moquent d'eux. Pensez 
done : avec leurs chameaux, leurs sabres courbes et leurs 
moeurs brutales de nomades, ils n'ont rien pour impression- 
ner les intellectuels raffines d'£gypte, de Syrie et de Meso- 
potamie, heritiers de 4 000 ans d'histoire. Pourtant, au bout 
d'un sifccle, vers I'an 800, un « miracle » se produit. Le ma- 
nage de la conquete arabe, de la religion musulmane et des 
vieux peuples du Moyen-Orient engendre 
une civilisation nouvelle qui va briller de 
tous ses feux pendant quatre si&cles. 

Tout commence avec le demenagement 
de la capitate de I'empire arabe £ Bagdad, 
une ville fondee en 762 sur le fleuve Tigre. 

Initiative heureuse mijotee par une nouvelle dynastie de 
califes, les Abbassides. Au premier rang desquels le grand 
al-Ma'moun (813-833), qui n'est autre que le fils de Haroun 
al-Rachid, le celebre personnage des Mille et une nuits. Et les 
maths, direz-vous ? Attendez, elles vont resurgir... 

Le d£cor, e'est Bagdad. La ville EST le centre du monde, en 
gros de Tan 800 a I'an 1200. Rien ne peut lui etre compa- 
re, sauf Rome et Alexandrie de la grande epoque. Une ville 


A Bagdad, tout circule 


vite: hommes, araent. 


marchandises, navires 


caravanes et idees. 


enorme : un million et demi d'habitants, 10 000 rues, des 
milliers de bains publics, de magasins, de fabriques, de mos- 
qu4es, d'6coles, de biblioth&ques ! Du jamais vu. Tout circule, 
les hommes, les marchandises, les caravanes, les navires, 
I'argent, les idees. Et d'autant plus vite que les Arabes ont 
connu le papier bien avant ^Occident, un mat^riau beaucoup 
moins cher que le parchemin. 

Philosophes, poetes, geographes, astronomes, medecins 
de Bagdad creent, decouvrent, inventent a tour de bras. Le 
calife al-Ma'moun, fin Iettr6, leur donne des moyens. II a de 
quoi : ses revenus sont cinq fois superieurs a ceux de son rival 
d'alors, I'Empire chretien de Byzance ! II fonde une institu- 
tion unique en son genre, Bayt al-hikma, la « Maison de la 
Sagesse », une sorte de mini CNRS. De la, des centaines de 
copistes et de traducteurs partent a la chasse aux manuscrits 
scientifiques grecs et indiens : une partie de la culture an- 
tique sera sauvee a Bagdad, comme la fameuse geometrie 
d'Euclide. Et puis, un jour, dans la « Maison de la Sagesse », 
un tout petit livre de math£matiques est public... 

> L'invention de I'algebre < 

Son titre d£jS est une nouvea ut6 : Le livre abr6g& du calcul par 
I'al-jabr et la muqabala. C'est la premiere fois que le mot al- 
jabr, qui a donne notre « algebre », appa- 
raTt en math^matiques. Son auteur s'ap- 
pelle al-Khwarizmi (788-850), un membre 
de la « Maison de la Sagesse ». Les deux 
mots al-jabr et muqabala servaient, dans 
la vie quotidienne, a designer deux ac- 
tions (ou deux operations) bien precises : al-jabr sign ifie repa- 
ration, et muqabala, comparaison. Par reparation, entendez 
« remise en place », bricolage d'une equation : on change de 
membre les expressions negatives pour les rendre positives. 
Par exemple x 2 - 25 = 4 - 6x devient x 2 + 6x = 4 + 25. 

Mais la nouveaute n'est pas la. Elle est dans I'idee suivante : 
al-Khwarizmi avait remarque que tous les problemes aux- 
quels ses pred^cesseurs avaient trouv£ des solutions exactes 
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se ramenaient en fait a six equations. II suffisait de les etu- 
dier pour elles-memes et d'en donner, une fois pour toutes, 
la m^thode de resolution. Ces equations dites « canoniques » 
serviront ensuite de modeles qu'on appliquera a tous les pro- 
blemes. (voir encadres © et ©). 

C'est du moins ce qu'ont cru les successeurs d'al-Khwariz- 
mi en inventant des problemes de plus en plus compliques. 
L'une de ces grosses tetes, un Persan de Bagdad du nom 
d'al-Mahani, s'attaque ainsi a une vieille enigme de repoque 
d'Archimede : comment couper une sphere par un plan de 
telle sorte que les volumes des deux parties soient dans un 
rapport donne ? Al-Mahani exprime le probleme sous forme 
d'une equation du 3 e degre : x* + c = ox 2 . II cherche a la 
resoudre avec les methodes connues. Rien n'y fait. II decrete 
alors que I'equation est impossible. Or ce n'est pas la seule 
equation de ce type. On en connaissait exactement 14 de 
degre inferieur ou egal a trois et qu'on ne pouvait pas rame- 
ner aux six « canoniques » d'al-Khwarizmi. Que faire ? 

Ce cuisant echec ne decourage pas les algebristes arabes. L'un 
d'eux, al-Khazin, a une intuition geniale : il cherche la solution du 
probleme de la sphere dans ^intersection de deux courbes. Et 
il demontre que cette solution correspond £ Intersection d'un 
cercle et d'une hyperbole. 

Mais quelle que soit la valeur de cet exploit scientifique, 


; 

O LES EQUATIONS D'AL-KHWARIZMI 

Voici le catalogue des 6 Equations qu'al-Khwarizmi savait 
resoudre. II nous paratt un peu insolite. Cela vient du fait 
que le z6ro n'6tait pas considers comme un nombre et 
n'Stait done pas accepte au second membre. 
ax 2 = c bx - c 

ax 1 - bx ox 2 + c = bx 

ox 2 + bx = c bx + c = ox 2 


Cx est I'inconnue ; a, b, c, sont des nombres strictement po- 
sitifs, les seuls accepts £ I'epoque.) 


0 RESOLUTION PAR AL-KHWARIZMI 
DE LIQUATION x 2 + bx = c 

C avec betc strictement positifs] 


La demarche d'al-Khwarizmi se ramene, pour nous, au 
calcul du discriminant, ou plus exactement du discriminant 
reduit (voir article page 53 } : 



avec une Equation que nous 6cririons x 2 + bx - c = 0. 
Le calcul donne : A" = + C. 

D'ou LA solution d'al-Khwarizmi : X = VA 7 ”- 


La solution negative est ignoree : les savants arabes ne 
peuvent pas y penser, elle n'a pas de sens pour eux. Alors 
qu'aujourd'hui on aurait : 


x = iVa 7 -!- 


V 


ce n'6tait pas vraiment de l'alg£bre car al-Khazin utilisait la 
geometrie, notamment les intersections de coniques. 

> Omar Khayyam, le poete des maths < 

Quelles sont done les formules permettant de resoudre les yeux 
fermes une equation du troisieme degre ? Tous les mathema- 
ticiens de Gr£ce, de I'lnde et du monde arabe se sont en vain 
pose la question. C'est alors qu'apparaTt en Perse un personnage 
mysterieux et fascinant. Abou l-Fath Omar ibn Ibrahim al-Khay- 
yam est n^ £ Nishapur, vers 1048. Sa vie, il la passe en grande 
partie £ Samarcande et Merv, villes-joyaux situees aux confins 
de I'Asie centrale. Mathematiques, philosophic, medecine, as- 
tronomic, ce bel esprit excelle en tout. L'Europe le connait sur- 
tout aujourd'hui par ses magnifiques poemes (les quatrains 
du Rubaiyat), ou il celebre le vin, le vent, la vie, le passage du 
temps. Un esprit si libre et si audacieux que certains religieux »> 
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« O toi qui es venu tout ardent du monde de 
J^esgrjtjJbijgui^stugefait^t^ 
sur le cinq, le quatre, le six et le sept ; 
Bois du vin, car tu ne sais pas d'ou tu es 
venu. Rejouis-toi car tu ne sais ou tu vas. » 


Omar Khayyam 


lui chercherent des noises. Pour faire taire les soupgons, il se se- 
rait meme, dit un de ses biographes, r£solu a faire le p&lerinage 
a La Mecque. 

A la fin de ses jours, il retourne dans sa ville natale, Nishapur. 
Laissons la parole d I'historien al-Arudi qui I'a connu. « J'ai entendu 
Omar dire : "Lorsque je mourrai, ma tombe sera dans un lieu sur 
lequel soufflera la brise du nord et s'amoncelleront les fleurs et 
les roses". Je fus etonne de son propos car j'etais convaincu qu'al- 
Khayyam ne parlait qu'en connaissance de cause. Et, en 530 de 
I'Hegire [1135-36], j'ai appris que la terre avait, depuis quatre ans, 
enseveli cet homme immense, laissant orphelin le monde ici-bas. 
Comme il avait sur moi le droit du professeur, je suis alle visiter 
sa tombe, un vendredi, accompagne d'un homme pour m'indi- 
quer [I'emplacement de] sa tombe. II m'emmena au sanctuaire 
de Hira ; je me toumai vers la gauche et je vis la tombe de Omar 
al-Khayyam a proximite du mur d'un jardin abandonne. Autour 
de la tombe ovaient pousse des abricotiers qui etaient en fleur et 
les fleurs s' etaient amoncelees sur sa tombe jusqu'a la recouvrir. 

Je me suis alors souvenu de ce qu'il avait dit (...) et je me suis mis 
a pleurer. 

Revenons aux maths ou Khayyam eut un coup de genie. Pas de 
formules pour les equations du troisieme degre ? Qu'a cela ne 

1 Cit$ par SARRAF, A.H. : al-MuqQrana bayno al-Mocarrf wo ol-Khoyydm 
[Comparaison entre al-Macarri et al-Khayyam]. 


tienne ! Le Persan essaya d'une manifcre graphique, par intersec- 
tion de courbes. Voici comment. 

Prenez liquation x*-2x- 3 = 0. 

Vouspouvez la transformer enx 3 -2x = 3, puisen: 
x(x 2 - 2) = 3. 

Et enfin en : 



Regardez le membre de gauche et posez y = x 2 - 2. C'est Tequa- 
tion d'une parabole. Regardez le membre de droite et posez : 



C'est I'equation d'une hyperbole. 

La d£couverte g^niale de Khayyam est exactement ici : I'equa- 
tion de depart n'est autre que celle qui donne I'abscisse du 
point d'intersection de cette parabole et de cette hyperbole. 

Si vous savez tracer avec precision ces courbes, en lisant sur le 
graphique 1 ci-dessous les coordonnees de I' intersection, vous au- 

rez la solution cherchee. 

Meme sans precision, vous 
pourrez, en general, savoir 
facilement combien il existe 
de racines et leur valeur 
grossiere. Dans cet exemple 
il est clair, meme avec un 
graphique gribouilte, qu'il y a 
une seule racine et qu'elle est 
proche de 2. »> 
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Graphique 2 


De meme, on voit tout de suite que I'equation x3-3x-l = 0 
(qui se ramene a considerer la parabole y = x 2 - 3 et I'hyperbole 
y = 1/x) a trois racines ; Tune est positive et les deux autres nega- 
tives (graphique 2). 

C'est tres utile car, souvent, on n'a besoin que de renseigne- 
ments assez grossiers sur les racines : connaTtre leur nombre et 
savoir les situer. Quand on sait « a peu pres » ou elles sont, il 
est en general assez facile de les connaTtre avec precision, par 
dichotomie par exemple (vo/r article page 15). 

Notez bien que cette methode pouvait egalement servir a 
resoudre des equations du second degre. 

Par exemple x 2 + x- 1 = 0, devientx(x+ 1) = 1 etx+ 1 = j- 


Soit (graphique 3) Intersection de la droite y = x + 1 
avec I' hyperbole : 


Graphique 3 


On peut m£me resoudre ainsi 
I'equation generate 
ox 2 + bx + c = 0(saufsi 
c = 0) par intersection cfune droite 
variable avec I'unique hyperbole 
y = - / apres avoir divise tous 
les coefficients par (- c), ce qui 
ne change pas les eventuelles 
racines. 


*> 3j 03 A 


33 


»> 


QR#HSI @ NOVEMBRE 2016 





»> 



^0 <U AP’jA jj 


Magr£ tout le g6nie de Khayyam, le suspense restait entier : 
pouvait-on, oui ou non, trouver une methode semblable 
a celle d'al-Khwarizmi, et qui permette d'exprimer les 
solutions d'une equation du 3 e degr£ ? La r^ponse atten- 
dra longtemps. Elle ne viendra pas de Bagdad la lumineuse, 
detruite en 1258 par les hordes mongoles. Elle viendra d'un 
nouveau « miracle » historique, europeen celui-la. 

> Italic : la renaissance des maths < 

Le decor change. Nous sommes au xv^siecle en Italie. On 
retrouve les memes ingredients qu'ci Bagdad : des villes 
grouillantes d'activites commerciales, des idees qui circulent 
librement, des groupes de savants proteges par le pouvoir, la 
traduction des oeuvres scientifiques d'autres civilisations, de la 
Grece antique et du monde arabe surtout... Cette Italie brillan- 
tissime de la Renaissance, la ville de Bologne en tete, va don- 
ner un coup de fouet a Talg&bre, comme Alexandrie et Bagdad 
avant elle. 

Scipione del Ferro (1465-1526) fournit, pour la premiere fois 
dans toute I'histoire des math£matiques, la solution positive 
d'une equation du 3 e degre ( voirencadre ©). Helas, il emporte 
sa methode dans la tombe. Quelques decennies plus tard, 
un autre alg£briste, Niccolo Fontana, dit Tartaglia (le Begue 
en italien), resout plusieurs equations de ce type. Ce pauvre 
Tartaglia eut une vie de chien. A 13 ans, pour echapper a la 
soldatesque frangaise qui entre dans la ville de Brescia, il se 
refugie dans la cathedrale avec sa famille. Peine perdue : les 
soudards massacrent son pere sous ses yeux et lui assenent un 
coup d'6p£e qui lui brise le crSne et lui fend le palais en deux. 
D'ou un begaiement a vie. Le gamin est retrouve a demi-mort 
par sa mere. N'ayant rien pour le soigner, la mamma se resout 
a lecher ses plaies. II guerit. 


O RESOLUTION PAR DEL FERRO 
DE L' EQUATION x 3 + bx = c 

(avec bet c strictement positifs j 

Cette Equation du troisi&me degr6, simplifi6e du fait qu'elle 
n'a pas de terme en x 2 , peut etre r^solue en appliquant la 
formule : 

II suffit de regarder cette formule pour se persuader que 
son int6r§t est surtout th^orique, car en pratique, elle sera 
difficile k utiliser ! 


Trop pauvre pour aller a T6cole, Tartaglia vole les livres de 
maths et utilise les pierres tombales comme ardoises. Et il finit 
par devenir mathematicien professionnel. II gagne son pain 
en affrontant d'autres savants en tournois, comme les joueurs 
d'^checs. Un jour, on lui donne trente Equations du 3 e degre 
a resoudre. En une nuit, il decouvre une methode generale de 

resolution et remporte 
le concours. A Tissue 
de cet exploit, un de 
ses collegues, Jerome 
Cardan, 4galement as- 
trologue repute, le per- 
suade de lui confier son secret en jurant ses grands dieux de 
ne jamais le r£v£ler. Mais Cardan craque et rend publique la 
methode de Tartaglia. 

Cette trahison a pour effet de brouiller les deux savants au 
point que Tartaglia faillit perir assassine ! Elle donne surtout 


L'ltalie brillantissime 


de la Renaissance 


va donner un cou 


de fouet a I'alaebre. 
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II a fallu 2000 ans pour resoudre 
les equations des l er et 2 e deares. 


huit siecles 



■ IIUJJ.1IIJI. 


.Minify 


des id£es a un autre grand Italien, Rafael Bombelli. Ce natif de 
Bologne (1526-1572) trouvera des solutions a toutes les equa- 
tions du 3 e degre en introduisant de nouveaux nombres pour 
rendre possibles certains calculs interm£diaires : les nombres 
negatifs et les nombres imaginaires (voir article page 79). 

> A I'assaut du second degre < 

Dans leur lancee, les matheux italiens s'attaquent a la resolu- 
tion des equations du 4 e degre en appliquant les methodes qui 
leur avaient si bien r£ussi pour celles du 3 e degr£. C'est encore 
Bombelli qui donne les solutions. 

Ce double succes excite les esprits surchauffes de I'ltalie du 
xvi e si£cle. Et il y a de quoi : il avait fallu deux mille ans pour 
degager clairement les procedes de resolution des equations 
du l er et du 2 e degre, puis environ huit siecles pour faire sau- 
ter I'obstacle du 3 e degr£, mais a peine quelques ann§es pour 
regler son compte au 4 e degre. Pareille acceleration donne le 
vertige. Les gens de Bologne et de Padoue sont alors certains 
que la resolution des equations de degres superieurs est a por- 
tee de main. Ils se lancent done hardiment vers le 5 e degre et 
au-dela. Mais en vain. Aucune solution generale ne fut trouvee 
pendant trois siecles. 

Jusqu'£ ^apparition d'un prodige norvegien, Niels Abel. Le jeune 
homme se mit a douter du chemin choisi par ses predecesseurs. 
Et si, au lieu de s'acharner a trouver une methode pour resoudre 


requation generale de degre egal ou superieur a 5, on se 
demandait d'abord si cette resolution est possible ? Travaillant 
nuit et jour malgre une tuberculose avancee, il reussit a demon- 
trer que cette resolution n'est pas possible en general ; il existe 
bien des equations qui peuvent etre resolues, mais d'autres 
non et on ne peut pas dire dans quelle categorie se trouve celle 
qu'on affronte. II meurt en 1829, & 26 ans. 

Trois ans plus tard, un autre enfant prodige, Frangais celui-la, 
donnera les conditions qui permettent de dire, avant de se 
lancer dans la resolution d'une equation donnee, si elle est ou 
non resoluble. II s'appelait Evariste Galois. Pour les beaux yeux 
d'une coquette, il provoque un costaud en duel. Sur de perdre, 
il redige dans la nuit et £ la hate un memoire ou il expose 
certaines des decouvertes qui ont fonde les maths modernes. 
Quelques heures plus tard, il est tue comme il I'avait prevu. II 
avait 20 ans. 

Apres lui, les equations algebriques n'eurent plus de secrets. 
Celles du second degre sont encore au programme de Polytech- 
nique vers 1840. Puis elles se banalisent, entrent au lycee avec 
leur cohorte de techniques, comme le calcul du fameux discri- 
minant A (delta). Des techniques qui, Fair de rien, ont ete rodees 
par 5 000 ans de recherches. Alors, si d'aventure les maths vous 
font bailler, pensez done £ Diophante, £ al-Khwarizmi, £ Omar 
Khayyam le poete, £ Tartaglia le begue, £ Cardan le parjure : vous 
vous sentirez moins seul... ■ 
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ET yous, 

* OU EN 
ETES-VOUS ? 

Les maths sans problemes, c'est comme le foot 
sans ballon: ga n'a pas de sens. Void done une serie 
de problemes a resoudre, du plus simple au plus corse... 


MICHEL DENCREVILLE et ROGER CUCULI&RE 
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LES PAS DURS 


Mise en jambes 

Resoudre : 


1) 3x 2 + 4x- 1 = 0 2) 2 x 2 - x + 7 = 0 

3) 4x 2 - 12x + 9 = 0 

• Trouver deux nombres connaissant leur somme S et leur pro- 
duit P : 

4) S = 1 9 ; P = 78. 5) S = 1 2 ; P = 205. 


Aux abris, voila ml 

On donne, dans Tensemble des nombres rdels, liquation 
x 2 - mx + 3m - 5 = 0 dans laquelle x est I'inconnue et m un pa- 
rametre reel (c'est-a-dire representant un nombre reel). 

• 1) £tudier I'existence des racines. 

• 2) Demontrer que les racines, quand elles existent, sont liees 
par une relation independante du parametre m. 
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Une maison de ma^on 


Le nombre d'or 


Vous voulez construire une maison de 100 m 2 . Le promoteur 
vous propose immediatement un pavilion en forme de carre de 
10 m sur 10 m. Pourquoi ? II aurait pu vous proposer un rectangle 
de 5 m sur 20 m : 5 x 20 = 100 ! Mais attention au p£rim£tre de 
la maison : dans le premier cas il fait 40 m et dans le second 
50 m ! D'ou une economie de 10 m de mur ! Bon, assez d'indices 
comme ?a. La question : de tous les rectangles de 100 m 2 de 
surface, quel est celui qui a le plus petit perimetre ? Et le petit 
coup de pouce pour la mise en equation : il s'agit de trouver 
deux nombres x et y tels que xy = 100 et x + y soit minimum. 

Le bateau ivre 

Un bateau descend une riviere sur un parcours de 30 km, puis la 
remonte sur 12 km. Le voyage dure 4 heures. La vitesse du cou- 
rant est de 2,5 km/h. Quelle est la vitesse propre de ce bateau ? 


La quality, ga se paie 

Madame Jeclaque a achet£ un certain nombre de pieces de tissu 
pour 432 euros. Si, pour la meme somme, elle avait eu 2 pieces 
de moins, la piece lui aurait coute 3 euros de plus. Quel est le 
nombre de pieces achet£es et le prix ? 



G£om£triquement, le nombre d'or est d£fini comme le quo- 
tient : 



des longueurs des cdt£s d'un rectangle ABCD tel qu'en enlevant 
le carre ADFE, le rectangle EBCF reste semblable a ABCD, c'est- 
a-dire : 

x y 
y (x-y) 

(x designe le grand cote et y le petit.) 
x 

C 


B 

• 1) Calculer <p. 

Montrer que : 

• 2) le nombre d'or est le seul nombre reel positif qui, augmente 
de un, est egal a son carre ; 

• 3) le nombre d'or est le seul nombre r6el positif qui est £gal a 
son inverse augmente de un. 

Racine sensible 

Resoudre dans I'ensemble des nombres reels I'equation : 
x 2 - 3x + 5 Vx 2 - 3x + 76 = 260. 

Une astuce : poser comme inconnue auxiliaire y = X 2 - 3x. 

Marketing 

Une societe de vente de livres par correspondance a actuellement 
10000 abonn£s qui paient 50 euros par mois. Une etude a 
demontre que toute variation d'un euro du prix de I'abonnement 
mensuel ferait varier le nombre d'abonnes d'une centaine. 
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Attention : une augmentation du prix fait diminuer le nombre 
d'abonnes et une diminution du prix le fait augmenter. 
Comment faut-il modifier le prix de I'abonnement mensuel pour 
obtenir le maximum de revenu ? 

Coup de main : il faut done ecrire et resoudre I'equation du 
revenu R pour une variation du prix de I'abonnement de n euros 
(n etant un entier positif ou negatif). 

Revoila ml 

Quelle valeur faut-il attribuer a m dans I'equation : 
mx 2 -(m + 3)x + 2m + l = 0 
pour que : 

• 1) la difference entre les racines soit 2 ? 

• 2) L'une des racines soit 5 ? Dans ce cas quelle est la valeur de 
I'autre racine ? 


DU PLUS RAIDE 


Algebre et geometrie 

Calculer les cotes d'un rectangle ABCD, connaissant son peri- 
m&tre P = 40 cm et le rayon R = 10 cm du cercle passant par les 
deux sommets A, B et tangent au cote CD. 



o Deux spheres en une 

Une sphere metallique creuse a pour masse 72 kg. L'epaisseur 
de sa paroi est de 6 cm. La masse volumique est de 8 g par cm 3 . 


Quels sont ses rayons internes et externes ? 

Indications : la masse volumique p est donnee par p = ™ ; 
onentirev = 

Attention a ne pas melanger des grammes et des kilogrammes ! 

4 

Le volume d'une sphere de rayon R est V = jttR . 

Utile :(o + b) 3 = a 1 + 3 a 2 b + 3of> J + b\ 

Les parents boivent, 
les enfants comptent 

Un vieux probleme pose au concours pour I'emploi d'eleve- 
mecanicien de la flotte, ecole de Rochefort, 1898. 

Un particular fait venir trois pieces de vin : la seconde contient 
dix litres de plus que la troisieme et la troisieme cinq litres de 
plus que la premiere. Le litre de la premiere coute autant de 
demi-centimes qu'il y a de litres dans la pi&ce ; le litre de la deu- 
xieme coute cinq centimes de plus que celui de la premiere et le 
litre de la troisieme coute cinq centimes de plus que celui de la 
seconde. Le prix total des trois pieces est de 782 francs et 25 cen- 
times. Combien la premiere piece contient-elle de litres ? 

Pauvres et riches 

M. Fauche emprunte a M. Richard la somme de 30000 euros h 
un certain taux d'interet. A la fin de la premiere ann£e, Fauch£ 
rembourse a Richard la somme de 20 075 euros. Le taux d'interet 
de la seconde annee est celui de I'annee precedente majore de 
1 %. A la fin de la seconde ann£e, Fauclte rembourse h Richard 
la somme de 11 788 euros, eteignant ainsi sa dette. Pouvez-vous 
aider Fauche a retrouver ce taux d'interet ? 

Piste : faire le bilan a la fin de la premiere ann6e puis & la fin de la 
seconde annee, ce qui donne a resoudre une equation du second 
degre avec, comme inconnue, le taux d'interet x de la premiere 
ann£e. 

© On demande triangle d'urgence 

Calculer les longueurs des cotes d'un triangle rectangle dont le 
perimetre est 156 cm, sachant que la somme des surfaces en- 
gendr^es par I'hypot^nuse, lorsqu'on fait tourner le triangle au- 
tour des cotes de I'angle droit, est de 5 915 ti cm 2 . 

Indication : la surface laterale d'un cone, dont le rayon de la base 
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est x et la longueur de la generatrice est z, est egale a nzx (voir fi- 
gure). On est incite a retrouver, tout en s'amusant, cette formule. 



v Jouons avec les entiers Cl) 

Determiner les nombres reels a et b de fa$on que le polynome 
P(x) = a x 2 + bx v^rifie la relation : 

P(x+1)-P(x) = x. 

Justifier : 1 + 2 + 3 +... + n = P(n + 1) - P(l). 

En d£duire la valeur de la somme des n premiers entiers naturels. 

Champions de Grenoble 

Au tournoi de Grenoble, chaque joueur rencontre une fois, et une 
seule, chacun des autres participants. Apres chaque match, I'arbitre 
donne aux deux joueurs un carton de couleur. Ce carton est rouge 
pour le joueur victorieux, vert pour le perdant. En cas de match nul, 
les deux joueurs re^oivent un carton jaune. A la fin du tournoi, on 
s'apercoit qu'il a £t£ distribu£ 752 cartons de chaque couleur. 
Combien y avait-il de participants ? 

(Tirt du championnat de France des jeux mathtmatiques et logiques.) 

© La terre en deux pics 

Deux montagnes, ayant Tune 1 200 m et I'autre 2 000 m d'altitude, sont 
situees dans deux Ties voisines ; la distance de leurs sommets est de 
36 km ; de plus, si du sommet de la plus grande on vise le sommet de 
la plus petite, la ligne de vis£e rencontre exactement la ligne cf horizon. 
Deduire de ces donnees une valeur approchee du rayon de la 
terre supposee spherique. 



Jouons avec les entiers (2) 


D4montrer que le produit de quatre nombres entiers naturels 
consecutifs, augmente de 1, est le carre d'un nombre entier na- 
ture! . Parexemple : 

3x4x5x6 + l = 19 2 . 


PUR. PUR 

Max la bricole 

Max veut fabriquer une table susceptible de se replier exac- 
tement a la verticale, pour avoir alors un meuble extra-plat, 
comme il est indiqu§ sur les figures 1, 2, 3. II utilise deux tiges IA 
et IB articulees autour du point I. Ces deux tiges doivent etre 
d'inegales longueurs afin que, lorsque la table est repliee ( voir 
figure 3), le point B ne vienne pas buter contre le point A, ce qul 
empecherait le meuble d'etre tout a fait plat. On donne done les 
longueurs I A = a et IB = b avec a>b> 0. 

Trouver la position des points A et B, e'est-d-dire les 
longueurs OA et OB. 
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Indications : le son se propage a vitesse constante ; le mouve- 
ment de chute est conforme a x = ^gt 2 . 



Fonction de fonction 


Soit f(x) = 2x 2 + 7x+ 2 ; r£soud re dans R liquation f(ftx)) = x. 



Barres paralleles 


Soient a et b deux nombres reels donnes, avec a > 0 et b > 0. 
Resoudre dans R ^equation : 


0 + 



X 





Jouons avec les entiers [3] 


Si n est un entier, le nombre 3 n 2 + 3n + 7 peut-il etre le cube 
d'un entier ? 


© Jouons avec les entiers (4) 

Soient x, y, z reels tels que : 

x + y + z = 3 et x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

Quelle est la plus grande valeur possible de z et £galement la 
plus petite valeur possible de z ? 



Jouons avec les entiers (5) 


On remarque que : 

3 2 + 4 2 = 5 2 ; io 2 + ll 2 + 12 2 = 13 2 + 14 2 ; etc. 

Pour chaque entier n > 1, existe-t-il un entier o > 1 tel que : 
o 2 + (o + l) 2 + ...+(o + n) 2 = 

(a + n + l) 2 + (o + n + 2) 2 + ... + (o + 2n) 2 ? 



La verite est dans le puits 


Je laisse tomber une pierre dans un puits et j'entends le « plouf » 
au bout de t secondes. Quelle est la profondeur du puits ? 

Pour une application num^rique on pourra prendre : accelera- 
tion de la pesanteur : g = 10 m/s 2 ; vitesse du son : V = 340 m/s 
et t = 5 s). 


(avec n barres de fractions). 


o 


Aussi beau que mechant 

• a) On suppose :xeR,yGR,x*0; 

x 4 + x 3 + x 2 + x + 1 = y 2 . 
Demontrer Tencadrement : 


x* + 


(§)* < \v\ < x 2 +(f)x+i. 


• b) On suppose : x G Z, y G Z, x * 0 ; 

x 4 + x 3 + x 2 + x + 1 = y 2 . 

Determiner les valeurs de x et de y. 

Autant vous le dire, ce probieme-l£ est severe : pas de panique si 
vous n'y arrivez pas. En tout cas, la solution, elle, est accessible. 



Le dernier pour la SNCF 


Deux mobiles sont animes chacun d'un mouvement rectiligne 
uniforme dans un meme plan (par exemple, deux trains se de- 
pla^ant sur des voies rectilignes). A 12 h, leur distance est 1 km ; 
a 13 h, leur distance est 2 km ; a 14 h, leur distance est 4 km. 

A quelle heure leur distance sera-t-elle minimum, et quel est ce 
minimum ? 

Meme probleme pour deux vehicules spatiaux animes chacun 
d'un mouvement rectiligne uniforme dans I'espace, mais pas 
n^cessairement dans un meme plan. ■ 


Solutions page 90. 


* 
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AU FOND, 
C'EST QUOI UNE 
PARABOLE ? 


Au hit-parade des stars, section courbes mathematiques, 
les deux premieres marches du podium sont trustees 
par la droite et le cercle: les matheux les ont toujours consideres 
comme representant la perfection. Mais la troisieme place, 
sans aucun doute, revient a la parabole. 


JACQUES LUBCZANSKI 
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V ous etes cineaste, et on vous a commande un 
film sur les paraboles. Drole d'idee... Seule certi- 
tude : si le scenario est simple, il faut une vedette 
qui en jette. Faites votre casting puis preparez 
votre story-board. Plan par plan, organisez I'image - le cadre et 
les indications techniques pour le cameraman - et le son - le 
commentaire « off » du mathematicien. Moteur ! 


Plan fixe sur la courfoe vedette (voir fi- 
gure ci-dessous). Pour le decor, trains un 
repere sur une grande toile tendue : deux 
droites se coupent a angle droit ( ortho en 
grec). Tres important : on mesure sur les 
deux droites avec la meme unite ( norme , 
en grec). D'ou le nom de ce type de rep&re « orthonorm£ ». 
La droite qui s'etire a I'horizontale, c'est I'axe des x ou axe des 
abscisses. L'autre droite, qui file a la verticale, c'est I'axe des y ou 
axe des ordonnees. 




y Ordonnees 

i i 


[■ 

\ 4 - 

i 

1 

1 

Unite \ 

X. \ 1 

J 


NA 1 _ 

i 

X 
1 , 

Abscisses 0 

rp 2 



UnibS 


VOIX OFF 

Voici une courbe que 
nous appellerons C r 
Son Equation est la plus 
simple qui soit pour 
une courbe du second 
degre y- x 2 . En clair, les 
ordonnees des points 
de C, sont egales aux 
carr£s des abscisses. 

Si, par exemple, x = 2, 
alors y - 2 2 = 4. Et nous 
portons sur C le point de 
coordonn6es [2 ; 4). 



Plans fixes sur deux 
autres courbes C 2 et C 3 . 
En filigrane, projetez 
C r Elies se ressemblent 
(voir figure ci-dessous). 



VOIX OFF 

Presque aussi 
simples que C 1 , voici 
C 2 qui trace liqua- 
tion y=2x 2 etC 3 qui 
trace liquation 


y = U 2 


Cette fois les 
ordonnees sont 
les doubles, ou les 
moities des carres 
des abscisses. 





Petite mod if dans le d£cor. Supposons qu'on trace C 2 , cist^-dire y- 2x*, dans un 
repere ou les unites sont deux fois plus petites sur I'axe des ordonnees, tout en gar- 
dant les memes unites pour les abscisses : c'est la courbe qui apparait a nouveau ! 
De fa?on analogue, si on trace C 3 a savoir : 




en doublant les unites des ordonnees sans toucher a celles des abscisses, 
c'est encore qu'on retrouve (voir les deux figures ci-dessus). 
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VOIX OFF 

La courbe C 1 est 
visiblement la mfcre, le 
« modele >» de et C 3 . 
On peut ainsi repr§sen- 
ter toute equation de 
la forme y = ax 2 , ou a 
est un nombre positif 
quelconque : c'est tout 
betement une question 
d'unit6s sur les axes. 





ancien repere 



Plan fixe sur une nouvelle 
courbe C 4 , representant 
liquation y = x 2 - 2x- 3 
dans un repere orthonor- 
mt. Celle-ci semble en- 
core etre un clone de I 
Coup d'ceil dans le viseur 
de la camera : C 4 n'est pas 

a la meme place que C 2 dans le dtcor. Posons, en surimpression, 
le decor d'origine. Que veut dire ce decalage ? 


f VOIXOFF 

Cette nouvelle courbe ressemble tellement a C, que nous 
allons demontrer que... c'est exactement C^. Le point le 
plus bas de la courbe tracte a pour coordonntes [+ 1 ; - 4). 
Depla^ons I'origine du repere en ce point et considtrons un 
point dont les coordonnees ttaient (x ; y) dans I'ancien repere. 
Avec la nouvelle origine, on compte les abscisses depuis la 
graduation + 1. Done toutes les abscisses sont diminuees de 1 ; 
de meme, les ordonnees seront toutes augmentees de 4. 
Autrement dit, les nouvelles coordonnees (X ; Y] du point 
seront donnees par X = x - 1 et Y = y + 4. Si e'est un point de 
la courbe tracte, on peut, dans liquation : 

y = x 1 -2x- 3 


remplacer y par Y - 4 et x par X + 1. Cela donne 
Y - 4 = CX + l) 2 - 2CX + 13-3 qui, aprts developpement, 
se rtduit simplement a Y = X 2 . On retrouve bien I'tquation 
initiale de la courbe C,. 


> 


Collez votre ceil au viseur de la camera 

avec C t plein cadre. Effectuons un zoom 
avant sur la partie basse : nous voyons la 
courbe s'evaser progressivement, ses bras 
s'ecartent et... devient C 3 ! Maintenant, 
un zoom arri&re, toujours a partir de C x plein 
cadre : notre courbe se referme comme 
une fleur et finit par ressembler a C 2 . 



L/t 




Trains sur le sol. Nous sommes de- 
bout, a la verticale : pas de probleme pour 
identifier notre vedette. Maintenant, fai- 
sons deux pas de c6te : nous la voyons 
deformee par la perspective, elle penche 
comme roseau au vent. Et pourtant, il s'agit 
bien de notre parabole C r Ce n'est pas la perception de notre 
cerveau qui va changer sa nature, que diable ! 



voix OFF 

La parabole fait partie de la famille des courbes du 
second degre, qu'on appelle les « coniques ». Ses cousines 
- I'ellipse et I'hyperbole - n'ont pas du tout la meme forme. 
L'ellipse est une courbe fermte, I'hyperbole est constitute 
de deux branches. Or, la mise en perspective ne change pas 
le degre des courbes : la perspective d'une conique sera 
encore une conique. Si on regarde une parabole simplement 
de cott, son allure ne change pas, on verra encore une para- 
bole [voir article page 85]. 
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> Coup d'ceil 
au squelette < 

Changeons de mate- 
riel. Prenons un cliche 
aux rayons X pour voir 
ce que la star a dans le 
ventre. Que sont ces 
curieuses lignes de 
couleur jaune ? Drole 
d'oiseau que cette pa- 
rabole... 



f 

VOIX OFF 

Nous dEcouvrons comment tracer la parabole point 
par point, a la rEgle et au compas (voir p. 51). Et du 
coup, nous allons apprendre le secret de la forme de la 
parabole. Pour ga, revenons a notre bonne vieille Equa- 
tion y = x 2 , et tragons C, dans un repEre orthonormE. 

ConsidErons le point F^O ; 

la droite Cd] d'Equation y = - 

un point M de C^, de coordonnEes Cx ; y). 

Si on projette M sur Cd] en H, la distance MH donnera la 
distance de M a la droite Cd], et sera Egale a : 

mh = k4- 

Calculons la distance MF. D'aprEs le thEorEme de Pythagore, 
on aura : 2 

MF J = x 2 + (y-±) 

En dEveloppant ce calcul, et en rempla^ant x 2 par y, on 
arrive E : 

mf 2 = y+y 2 -fy+^ = y 2 +^y+^ = (v+f) 

D'ou MF = y+^, c'est-E-dire MF = MH. 

Ce rEsultat est valable pour tous les points de la 
parabole : il existe un point F, appelE foyer, et une 
droite Cd] appelEe directrice tels que la parabole est 
I'ensemble des points Equidistants du foyer et de la 
directrice. Cette propriEtE est purement gEomEtrique : 
elle ne dEpend d'aucun repEre. C'est ce qui 
explique la stabilitE de la forme de la parabole 
lorsqu'on change les unitEs ou I'origine. 

/ 


STAR AU SOMMET 


En montagne, le sommet est 
toujours « vers le haut ». En 
parabole, on dit sommet aussi 
bien pour un « minimum » 
que pour un « maximum » 
[voir ci-dessous). 


Soit:X s = 

Pour trouver I'ordonnEe y s 
il y a lieu de remplacerx 
par x s dans TEquation de la 
parabole : 

y = ax 2 + bx + c 




Dans tous les cas, il est sou- 
vent tres utile de connattre 
les coordonnEes du sommet S 
de la parabole. Sus au calcul, 
aprEs un coup d'oeil a la figure 
qui montre une parabole 
d'Equation y = ax 2 + bx+c 
[voir ci-dessous). 


Apres rEduction, on arrive a : 
y s 4o 

REsultat bien utile. S a pour 
coordonnEes : 



4oc - b 2 
4 a ' 



A et B correspondent a y = 0. 

Its ont done pour coordonnEes 
respectives x'et x", qui ne 
sont autres que les racines de ^ 
I'Equation du second degrE 
ox 2 + bx+ c- 0. 

Le point C Etant au milieu de 
[A, B], son abscisse qui est 
aussi celle du sommet S est 
egale a : 

(x'+xT 

2 

(la demi-somme des racines). 



JC 


A 



Remarque : s'il n'y a pas de 
points A et B [voir ci-dessous), 
le sommet, lui, existe et ses 
coordonnEes sont toujours 
paries memes 




d 



A LA RECLE ETAU COMPAS 



r 




F r7 


(d) 

1/ 

A 


CONSTRUCTION 1 

Le foyer F et la directrice (d) £tant donnas, 
on choisit une longueur / : le cercle de 
centre F et de rayon / coupe la drolte situ^e 
a une distance / au-dessus de (d) en deux 
points M et M' 6quidistants de F et de (d). 
Par definition, ils appartiennent a la para- 
bole de foyer F et de directrice (d). 


CONSTRUCTION 2 

Le foyer F et la directrice (d) 6tant donnas, 
on choisit un point H de (d) : la mediatrice 
(en bleu) de [FH] coupe la perpendiculaire 
a (d) en H au point M, equidistant de F 
et de (d). M§me conclusion, le point M 
appartient a la parabole en rouge sur le 
dessin. 


CONSTRUCTION 3 

On trace un point F sur une feuille, et on 
plie le coin de fagon a ce que le bas de la 
feuille, repli£, passe par F ; on d£plie et on 
recommence en pliant dans tous les sens, 
mais en gardant le m§me point F. Les plis 
dessinent ainsi une parabole de foyer F et 
de directrice (d)... 
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> Rhabillage 

'V 

de la star < 

y 

tf 

\ 

Pour 4viter qu'elle ne » \ 

/> 

prenne froid, couvrons la \ 

/ * 
/ ^ 

parabole d'un manteau \ 


} * 

un peu particular, ^ \ 


1 ^ 

lames metalliques fagon \ 4 ‘ 


/ 

mode cybernetique. \ 


X 

0 


2 


— 

VOIX OFF 

Coupons une parabole par plusieurs droites parallels, 
et construisons, pour chaque droite, le milieu des points 
d' intersection : tous les milieux s'alignent sur une droite, qui 
est parallele a I'axe de la parabole ! Pour le prouver, pla^ons- 
nous dans un repdre ou la parabole a pour Equation y = x 2 . 
Supposons, par exemple, que toutes les droites ont un coef- 
ficient directeur 6gal a 2. Cela signifie que ces droites auront 
pour equation y = 2x + p, ou p est I'ordonnee a I'origine. 
D'une part, les coordonnSes des points d' intersection 
doivent verifier a la fois y - x 2 et y = 2x + p. On en tire que 
les abscisses sont les racines de liquation x 2 = 2x + p, soit 
x 2 - 2x - p = 0. La somme des racines vaut id : 


D'autre part, le milieu des points d'intersection a pour abscisse 
la demi-somme de leurs abscisses, c'est-a-dire 1. Le nombre p 
n'intervicnt pas dans ce resultat. Cela signifie que I'abscisse du 
milieu vaut 1 pour toutes les droites y = 2x + p. Autrement dit, 
tous les milieux s'alignent sur la droite d'equation x - 1. Nous 
aurions le meme resultat avec un autre coefficient directeur. 

/ 


> La star prend la tangente < 

Rappelons-nous qu'une equation du second degre n'admet 
pas toujours deux racines reelles. C'est que toutes les droites 
d'equation y = lx + p ne coupent pas la parabole : il y en a qui 
passent en dessous. 

Pour celles-la, I'equation 
correspondante n'a pas 
de racines reelles. Et il y 
en a une qui touche la pa- 
rabole en un seul point : 
c'est une tangente a la 
parabole, de coefficient 
directeur 2. Mais les pro- 
priet£s des tangentes 
a la parabole sont trop 
nombreuses pour vous 
les raconter... Ceci est un 
autre film. ■ 


y = 2x+2 

2 intersections 

y = 2x-l 

1 point de contact 

y = 2x-3 

0 intersection 
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DE QUELS 
OUTILS 

DISPOSE-T-ON ? 

Certes, un bon ouvrier doit travailler avec methode. 

Mais il lui faut aussi une caisse a outils pour y ranger 
ses instruments, trues et tours de main destines a lui faciliter 
la tache. Inventaire pour artisans en equations. 


CHARLES DE CRANRUT et JEAN LOPEZ 


»> 



> Bonnet blanc et blanc bonnet < 

Le frangais se lit de gauche a droite et I'arabe de droite a gauche. 
L'alg&bre, elle, se lit aussi bien dans un sens que dans I'autre. 
C'est juste un principe de lecture. Par exemple, vous tombez sur 
27 -y = x. Mais vous, vous desirez obtenirx. Faites done une simple 
« lecture £ I'envers » et £crivez directement x = 27 - y. 

£a marche aussi pour les inegalites : A < B donne sans calcul B > A. 

> Possible ou impossible ? < 

« Resoudre » une equation en x, c'est chercher la ou les valeur(s) 
qu'il faut donner a x pour qu'une certaine egalite soit verifiee. 
On peut le dire autrement : est-il possible que cette egalite soit 
r4alis£e ? Resoudre une Equation, c'est done r£pondre a une 
question, et parfois la reponse est non. 

Lorsqu'on ecrit 2x + 3 = 7x-l, ce n'est pas forcement vrai, il 
faut voir. En plus, la r&gle du jeu doit etre bien pr£cis£e. Quel 
genre de nombre cherche-t-on ? Reel ? Rationnel ? Entier ? etc. 
Raisonnons sur des exemples. 

• 1) Resoudre dans R : x + 1 = 2. 

Regie generate : ne jamais se laisser impressionner. 
Une Equation comme celle-ci avoue tout de suite : 
« solution x = 1 ». Car 1 + 1 = 2. 

• 2) Resoudre dans R : 2x + 3 = 7x - 1. 

Ici, un soupgon de calcul est necessaire. On met tous les termes 
en x dans le meme membre. N'oubliez pas qu'il faut changer le 
signe des termes qui changent de membre ! 

Effectuons le passage 3 + 1 = 7x - 2x. Puis, 4 = 5x. Lecture 
« a I'envers » : 5x = 4. 

Division par 5 (on a le droit si on le fait dans les deux membres) : 



5 4 

Or^ = 1, d'ou la solution x = 

• 3) Resoudre dans Z (I'ensemble des entiers relatifs, e'est-a- 
dire positifs et nggatifs) : x 2 = 4. 

Mieux vaut ne pas repondre trop vite « x = 2 », car le carre de 
- 2 est AUSSI egal a 4. Liquation a done deux solutions, on dit 
aussi « racines », 2 et-2. C'est sans doute la raison pour laquelle 
certains preferent proceder autrement : 


passer « tout a gauche », x 2 - 4 = 0. 

Remarquer : 4 = 2 2 . D'ou difference de deux carres : 
x 2 - 2 2 = 0. 

Qui peut s'ecrire (x + 2) (x- 2) = 0. 

Ce qui presente au moins I'avantage de « montrer » les deux 
solutions, 2 et - 2. 

• 4) Resoudre dans N : 4x = 5. 

Un nombre qui multiple par 4 donne 5 ne peut etre que 

Or, la regie du jeu dit qu'on cherche uniquement les solutions en 
nombres entiers. 

^ n'est pas un nombre entier mais une fraction. 

Ainsi pos6e, liquation n'admet done aucune solution. On dit 
parfois dans ce cas : « equation impossible ». 

• 5) Resoudre dans R : 4x 2 + 5 = 0. 

Tout le monde est d'accord, un carre (x 2 ) est necessairement po- 
sitif ou nul. II en est de meme pour 4X 2 . Dans le pire des cas, le 
membre de gauche est done £gal a 0 + 5 ; en aucun cas il ne peut 
etre inferieur a cette valeur. Done pas de solution dans R. 

> Inegalites, terrain mine < 

Dans les calculs avec < (inferieur a) ou > (superieur a), il y a un 
piege, toujours le meme. La difficulty vient de ceci : pour les ad- 
ditions ou les soustractions, on change de membre en changeant 
de signe, comme avec « = ». Mais pour multiplier (ou diviser), on 
doit faire attention au signe du multiplicateur (ou du diviseur). 
S'il est positif, alors R.A.S : < reste < et > reste >. Au contraire, s'il 
est negatif, on doit, en meme temps qu'on multiplie (ou divise), 
changer le sens : < devient > et > devient <. 

V^rifions sur un cas particular : il est vrai que - 3 < 2. Multiplions 
tout ga par - 1, cela donne 3 > - 2. Toujours correct. Si on avait 
oublie de changer le sens de I'inegalite, on aurait ecrit quelque 
chose de faux. En cas d'hesitation, un exemple aussi simple que 
celui-ci remet vite les pendules a I'heure. 

Exemples : 

l)|x-2 < x + 4 est equivalent ax- 6 < 3x+12. 
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CAPITA^ 0 

- C£5r yPAiMEMT PAS 
^ COMptJOUE!' , — 


On a multiple par 3 des deux cotds, sans changer le signe de 
I'inegalite puisque 3 est positif. 

2) -x+l < -2x + 7 est Equivalent a x-1 > 2x-7. 

On a multiplie par - 1 : < est devenu >. 

3) - 3x + 6 > 6 x - 9 est Equivalent & -x + 2 > 2x-3. 

On a divise par 3. 

4) - 3x + 6 > 6 x- 9 est Equivalent Ex - 2 < -2x + 3. 

On a divise cette fois par - 3. 

5) -x < 7 donne (changement de membre) -7 < x 

puis (lecture a I'envers) x > -7. 


Autre mEthode : -x < 7 donne (multiplication par - 1) x > -7. 
Deux chemins possibles, mais un seul et meme resultat. 

> Ou passe la frontiere ? < 

Un binome est une expression du type ox + b. Un probleme 

archiclassique consiste a vous demander : quel est son signe ? 

DEmarrons par un exemple : 4x + 2 . Le signe de ce bindme 

depend de la valeur attribute a x. Ainsi pour x = 1, on trouve 

4x + 2 = 6 : binome positif. Au contraire pour x = - 1, on trouve 

4x + 2 = - 2 : bindme nEgatif. Alors, comment trouver toutes les 

valeurs qui « rendent positif » (ou negatif) ? 

Facile, il suffit de resoudre : 4x + 2 > 0. 

On trouve 4x > -2, d'oux > -^etenfin,x > -j. 

Et on trouverait que 4x + 2 est negatif pour tout x < - 7 . Done, 
1 ^ 

-- est la « valeur frontiere ». 
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D'un cote, les positifs (qui rendent le binome positif), de I'autre, 
les negatifs. C'est plus clair sous forme d'un petit tableau : 


X 

4 

4x + 2 

( 

) + 


Ceci convient-il a tous les binomes ? Abandonnons I'exemple et 
generalisons, pour voir, sur le binome en x : ax + b. 

Attention, les deux coefficients (a et b) ne sont pas tout & fait 
loges a la meme enseigne. Pour b , tout est permis, mais pas pour 
a. Jugez vous-meme. Si « a » prenait la valeur zero, le terme ax 
disparaTtrait et il ne resterait que le terme constant « b ». C'est 
pourquoi il est bien de poser at 0 (se lit : a different de z§ro). 
Oil passe la « frontiere » ? On ecrit simplement ax + b = 0. La 
valeur frontiere est alors la solution de cette equation : 



Maintenant, quel est le signe du binome ? 

Tachons de resoudre ax + b > 0 (on en deduira simplement 
ax + b < 0). 

On tire ax >- b, mais pour la suite, ATTENTION, terrain glissant ! 
A cause du signe de « a », il faut distinguer deux cas. 

• Premier cas : a > 0. 

De ax + b > 0, on passe £ ax > -b, puis & x > -£. 

On voit aussitot qu eax + b < Opourx < -£. 

• Deuxieme cas : a < 0. 

D eax + b > 0, on passe a ox > -b, PUISx < 

(I'inegalite a change de sens I). 


En somme : 

« Si a positif, c'est moins suivi de plus. 

Si a negatif, c'est plus suivi de moins. 

Et c'est a la frontiere que ga change. » 

Exemple, avec la meme frontfere £gale a 1 : 

1) 3x - 3 est negatif pour x < 1 et positif pour x > 1 (- suivi de +) ; 

2) -3x + 3 est positif pourx< 1 et negatif pourx > 1 (+ suivi de -). 

> Le tableau qui dit tout < 

Question : quel est le signe d'un produit de plusieurs binomes ? 
Pas de quoi avoir peur : il faut appliquer la regie des signes. 

Vous I'avez oublfee ? Alors revenons-y : 

« Deux fois le meme signe alors c'est +. 

Deux signes contraires alors c'est » 

Exemples: (-3M-2) = +6; (3)(2) = 6; 

(3X-2) = -6; (-3X2) = -6. 

Supposons que nous voulions connaTtre le signe de 
T(x; - (x + l)(x - 2), selon la valeur attribute a x. 

Premier facteur : c'est le binome x + 1, ou a = 1 et b = 1. 

On connait la musique. Chercher la frontiere : = -1. 

Regarder le signe de a : positif. 

Alors « c'est moins suivi de plus ». x + 1 est negatif pour toute 
valeur de x < - 1, nul pour x = - 1 et positif pour x > - 1. 

Deuxieme facteur : c'est le bindme x - 2. Meme travail que 
precedemment : a = 1 (positif), b-- 2; frontiere : 


D'ou ax + b < Opourx > 

Deux petits tableaux pour recapituler : 


X 

■i 

ax + b 

- < 

r * 

X 

.. b 

a 

ax + b 

+ C 



b 

a 


2 . 


C'est done encore « moins suivi de plus ». Facteur negatif pour 
x < 2, nul pour x = 2, positif pour x > 2. 

Comment marier les deux facteurs ? 

Selon la regie des signes. Pour x = 1, le premier facteur est posi- 
tif et le second negatif : le trinome T (x) = (x+ l)(x-2) est ne- 
gatif. A quoi bon tout cela, direz-vous, quand il suffit de calculer 
T (1) = (1 + 1)(1 - 2) = -2, et ainsi constater un resultat negatif ? 


»> 
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Justement, UN resultat... et un seul. Si on en veut 72 autres, on 
devra recommencer 72 fois ce petit calcul. 

II y a bien plus malin, si Ton commence par remarquer que 1 est 
compris entre les deux frontieres (- 1 et 2) et que la conclusion 
quant au signe de T serait inchangee pour tout autre nombre 
log£ d la m§me enseigne. C'est comme une infinite de petits calculs 
qu'on n'aura jamais a faire. 

Et pour les nombres loges ailleurs qu'entre les frontieres ? Simple : 
les deux facteurs ont le meme signe et T w est positif. Un petit ta- 
bleau dit la meme chose en plus clair : 


X 


1 2 

x + 1 

C 

+ | + 

x- 2 

- 

0 + 

T w = (x+l)(x-2) 

+ c 

- 0 + 


S'il y a trois ou quatre ou n facteurs, il suffit de mettre trois ou 
quatre ou n lignes au tableau. Puis, de generaliser la regie des 
signes en comptant les signes « - » : nombre pair c'est « + », 
nombre impair c'est « - ». 


Exemples : 

l)T(x) = (3 - x)(x - 5) 


X 

3 5 

3 -x 

+ i - | 

x- 5 

- I - 0 + 


o 

+ 

1 


Frontieres : 3 ; 5. 


2)P m = (x+ 2)x(l -x) 


X 

-2 0 1 

x + 2 

( 

) + 

+ 

+ 

X 

- 

( 

) + 

+ 

1-x 

+ 

+ 

+ 1 

) 

r p « 

+ C 

) - < 

) + ( 

) 


Frontieres : - 2 ; 0 ; 1. 


3) = (2x- 1)(3 - 2x)(x+ 2)(l +x) 


X 

_! 1 3 

2 1 7 2 

2x- 1 

- 

- 


|i + 

+ 

3-2x 

+ 

+ 

+ 

+ ( 

i 

x + 2 

( 

) + 

+ 

+ 

+ 

1 + x 

- 

C 

1 + 

+ 

+ 


( 

) + C 

i - i 

) + ( 

) - 


Frontieres : - 2 ; - 1 ; j 

> L'age du capitaine < 

Sachant que la somme des ages du capitaine et du matelot 
est de 65 et le produit de leurs ages est de 966, quel est 
Tage du capitaine ? Celle-la, on a du vous la proposer cent 
fois les apr£s-midi pluvieux de vacances. Pourtant, ne boudez 
pas cette devinette : elle recele un true mathematique qui 
peut vous sortir de pas mal de problemes. Ce true, c'est le 
calcul de la somme et du produit des racines d'une Equation 
du second degre ax 2 + bx + c = 0, normalement constitute. 
Autrement dit, avec « a » pas nul et A positif, done avec deux 
racines. 

Apres avoir ecrit les racines x' et x" de cette equation, calculez 
leur somme S = x' + x" et leur produit P = x'x". Voici ce que ?a 
donne. 

L'equation : 

ox 2 + bx + c = 0. 

Les racines : 

, -b + VA . -b-VA 

x ~ 2 a ’ x 2a 

La somme : 

C _ -b + V A -b-VA _ -b + VA -b-VA -2b b 

5 2a 2a ~ 2 a ~ 2a “ ‘o' 

Le produit : 

p _ /-b + VA\/-b-VA\ _ (-b + VA)(-b-VA) 

K _ V 2o A 2o / “ 2a x 2a 

_ (b - VA)(b + Va) _ b 2 -(V A) 2 _ 

4 a 2 ~ 4 a 2 ~ 4 a 2 
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p = 

Conclusion : 


b 2 - ( b 2 - A ac) _ b 2 -b 2 + A ac _ A ac _ 

4 a 2 ~ a 


A a 2 


4 a 2 


S = -—• P = — 
3 a > r a m 


Calculs faciles, resultats etonnants ! II y a encore plus a tirer de 
ga, et pour pas cher ! Regardez un peu : 
soit ax 2 + bx + c = 0, a * 0, A positif (pour avoir I'esprit tran- 
quille). Puisque a n'est pas nul, on peut tout diviser par a : 

x 2 + ^x + § = 0 (§ = 0, c'est clair) 

prodige ! f = -S (gare au signe) et£ = P. 


Pensons peu mais pensons bien : cette derniere egalite nous dit 
que A et A' sont de meme signe. Or, souvent, c'est seulement le 
signe de A qui nous int^resse (et non sa valeur). II suffira done 
de calculer A' qui est 4 fois plus petit que A. Ce « discriminant 
reduit » est plus facile a calculer et rend le meme service que A. 
Et du c6t£ des racines ? On gagne aussi. La preuve : 

_ -b ± VA . _ -2b'±V4 A 7 . 

2 a ' 2a ’ 

-2b' t 2 Va 7 . _ 2(-b'±W) 

X J « 


Enfin,x = 


2 a 

_ -b'tVA 7 


2a 


lei encore le calcul est bien allege. 


Conclusion : deux nombres (inconnus) dont la somme est S et 
le produit P sont les racines de I'equation : 

X 2 -SX + P = 0. 

Revenons £ I'age du capitaine : trouver deux nombres dont la 
somme est 65 et le produit 966. Ces deux nombres sont racines 
de x 2 - 65x + 966 = 0. 

A= 65 2 - 4 x 966 = 4225-3864 = 361 = 19 2 . 

D'ou x' = ... = 23 et x" = ... = 42. 

Le capitaine 6tant le plus 3g£, il a done 42 ans et le matelot 23 ans. 

La solution pouvait etre devinee assez facilement... mais qu'en se- 
rait-il avec deux nombres dont la somme est - 2 et le produit 0,91 ? 

(Z'0-^E'I- asuod?y) 

> Delta h 0% de mati&res grasses < 


Resume : si b est pair, b = 2b\ A' = b ,2 -ace tx = ^ ■ 

Exemple : x 2 -16x + 63 = 0, a = 1 ; b' = -8 ; c = 63 ; 
A‘ = 64-63 = l;x” = 9. 

> Si vous avez manque le coche < 

Vous avez une Equation du second degr£ a r^soudre. Sa forme 
ne vous dit rien, vous n'y detectez aucune factorisation. Vous 
vous lancez done dans le calcul de A. Et vous trouvez A = 0. « Bon 
sang, j'ai loupe une factorisation I » Tout n'est pas perdu : vous 
pouvez encore vous dispenser de calculer les racines avec de 
longues formules. Un moindre effort suffira. 

Demonstration : 

si A est nul, on sait qu'il y a une racine double / = x". Dans ce cas, 
la somme S = x / +x"=x / + x'=2x / . 


Posons que b est pair. Une evidence s'impose aussitot : un nombre 
pair est divisible par deux. Autrement dit, si b est pair, il est egal 
au double de sa moitie b\ On £crit done b = 2b'. Qu£saco b? Le 
deuxieme coefficient d'une equation du second degre pardi ! 

ax 2 + bx + c = 0, a * 0. 

Dont le discriminant A= b 2 - 4oc devient : 

A= (2b') 2 - Aac 
A= 4b /2 - 4oc 
A=4( b‘ 2 -ac) 

A = 4A' en posant A' = b' 2 - ac. 


Calculons:S = 2x = -y, d'ou2x' = y. 

On en tire x = x' = Et le tour est jou6. 

Exemple: 25x 2 -70x + 49 = 0; 

A = 4900 - 4 x 25 x 49 = 0; 


x = x“ 


70 

50 


7 

5* 


La factorisation que vous avez manquee etait done : 
(5x- 7)(5x- 7) = 0. 
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> L'ceil et la truffe < 

Les problemes du second degre sont parsemes de « racines evi- 
dentes ». De I'oeil et du nez vous permettront de les d^busquer 
sans effort. Surtout apres une petite visite aux cas celebres, et 
sur des exemples. 

1) Equations incompl&tes. 

• 3 x 2 - 12x = 0 devient 3xix - 4) = 0. Racines : 0 et 4. 

• 9x 2 - 25 = 0 devient (3x + 5)(3x- 5) = 0 


(c'est une « identite remarquable »). Racines : ±~. 


2) Identity remarquables de la forme A 2 - 2AB + B 2 ou 
A 2 + 2AB + B 2 (voir article page 7). 

• 9x 2 + 30x + 25 = 0 devient (3x + 5) 2 = 0. 

Racines : x = x" = - 

• 4x 2 -12x + 9 = 0 devient (2x-3) 2 = 0. 

Racines :x' = x" = |. 

3) Somme des coefficients particuliere. 

• Si ox 2 + bx + c = 0 admet pour racine 1, cela se voit tout de 
suite car alors ,o+b+c = OetTautreracineestegaleauproduit: 


x'x" = £ devient lx" = §, d'ou x = letx' = - 


3x 2 + 5x-8 = 0, on remarque : 3 + 5 - 8 = 0. 


Racines : 1 et--|. 


>Siox 2 + bx + c = 0 admet pourracinex' = -l, a-b + c = 0. 


2 x 2 + lOx + 8 = 0, on « voit » : 2 - 10 + 8 = 0. 
Racines 1 et-4. 


4) La somme et le produit permettent de deviner les racines. 

• x 2 -9x + 20 = 0;S = ^ = 9etP = f = 20. 

Racines : 4 et 5. 


Toutes ces equations sont de la forme X 2 - SX + P = 0. 


• x 2 - 14x + 33 = 0 ; S = 14 et P = 33. 
Racines : 11 et 3. 
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> La boule de cristal < 

Dans certains cas, il y a moyen de savoir a toute vitesse si une 
Equation du second degfe poss&de deux racines distinctes. La 
boule de cristal qu'on utilise est tres simple : il suffit que a etc 
soient de signes contraires ! 

Prenons pour exemple liquation -2x 2 + 5x + 7 = 0. A-t-elle 
des racines ? Calculons : 

A= 5 2 -4(-2)(7) = 25 + 4x2x7. 

Inutile duller plus loin. A cause du signe « + », ce A est certaine- 
ment positif et ^equation a deux racines distinctes. 

Et c'etait previsible. 

Explication : 

Dans le calcul nunferique de A, le premier signe « - » est « inevi- 
table » : il vient de b 2 - 4 ac. Pour faire apparaitre une somme et 
non une difference, il faut un second signe « - » (et surtout un 
seul) dans Tun des facteurs qui suivent le 4. C'est-&-dire soit dans 
a , soit dans c. Autrement dit, il suffit que a et c soient de signes 
contraires pour que A soit positif et que, par consequent, I'equa- 
tion ait deux racines distinctes. Attention, la feciproque n'est 
pas vraie ! Si a et c sont de meme signe, il faut calculer A pour en 
savoir plus. Pour vous faire le coup d # oeil, en voici quelques-unes 
du meme tonneau : 

a) 2 x 2 + 5x - 7 = 0 b)-x 2 + 3x-3 = 0 

c) x 2 + x + 1 = 0 d)x 2 -x- 1 = 0 

e)-3x 2 -x + 5 = 0. 

V Jd|n3|e3 sues aj;p uau jnad au uo 'saj;ne xnap sa| jnod 
■JQS dnoD e sapupsjp suopn|OS xnap ;uo (a ;a (p '(e : asuoday 

> La poupee russe qui fait m < 

Jusqu'ici, vous avez ete menages. Les coefficients a, b et c 
avaient toujours une valeur fixe. Mais tout se corse si Ton decide 
qu'un de ces coefficients va varier comme bon lui semble. Appe- 
lons cet instable « m le parametre ». Pas besoin d'etre tres malin 
pour voir venir la suite : si a, b et c changent, tout ce qui depend 
d'eux change aussi. Le signe de A, de S et de P, ga va, ga vient. 
A nous d'en tirer les conclusions sur des exemples. 

1) Pour quelles valeurs de m liquation x 2 -4x + m = 0 pos- 
sede-t-elle des racines ? On precisera le signe des racines lors- 
qu'elles existent. 

Solution : c'est le signe de A qui commande I'existence des ra- 
cines. Calculons done A', on verra bien. Puisque a = 1, b = -4 
et c = m, A' = b’ 2 -ac = (-2 ) 2 - m = 4 -m. Dont le signe est 


facile a etudier sur un air connu : valeur frontiere = 4 et « plus 
suivi de moins ». En clair, pour toute valeur de m inferieure a 4, 
A est positif et liquation a deux racines. 

Pour m = 4, A' = 0 et Tequation devient x 2 - 4x + 4 = 0 dont les 
racines (evidentes) sont x = x" = 2. 

Enfin, pour m sup£rieur £ 4, A' est n^gatif et liquation n'admet 
aucune solution. 

C'est le signe du produit qui nous dit si les racines sont de meme 
signe ou non. Calculons done P. 



Lorsque m est positif, les racines (si elles existent, c'est-S-dire 
pour m inferieur a 4) sont de meme signe ; au contraire, si m est 
negatif, Tune est negative et Tautre positive. 

Coup d'ceil a la somme : S = £ = 4, toujours positive. 

i i 

Moralite : ou bien les racines sont toutes les deux positives ou 
bien elles sont de signes contraires ; dans le second cas, c'est 
la racine positive qui I'emporte (le matheux dit qu'elle a la plus 
grande valeur absolue). 

Petit tableau pour r£capituler tout ga : 



✓ = 0 / =x" = 2 

x" = 4 

2) Vous avez compris I'idee ? En voici une avec les reponses sans 
trop de commentaires. 

Etudier I'existence et le signe des racines de I'equation du 
second degre nrx 2 - 3x + m = 0, avec m * 0. 

A=9-4m 2 ; P = ^ = 1;S = |. 

Vous avez peut-£tre remarqu^ que A est une difference de deux 
carres : 
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A=9-4m 2 = (3 - 2m)(3 + 2m). 


»> 



Et hop, on retombe sur une equation du second degre a 
I'interieur d'une equation du second degre. Bref, une histoire de 
poup£es russes. 


m 

— oo Z 

3 

2 

3 

2 + °° 

3-2 m 

+ 

+ ( 

) 

3 + 2m 

( 

) + 

+ 

A 

( 

) + ( 

) 


A= (3 - 2m)(3 + 2m) 


P = 1 


s = — 


Conclusions 


-_3 

2 


pas de 
racines 


(1 + 

+ 

+ 

+ 

- 

+ 

2 racines 

2 racines 

negatives 

positives 

x*<x'<0 

0<x'<x" 


pasde 

racines 


x'=x"=-l 


X* = x //= 1 


3) Encore une petite : existence et signe des racines de 

(m - 4) x 2 - 2(m - 2)x + m - 1 = 0, avec m * 4. 

A' = b' 2 - ac = (m-2) 2 -(m-4)(m-l) = m 


m 

— oo 

0 + oo 


A = m 

- 

4> ♦ 


P = - = 
r a 

m - 1 
m-4’ 



m 

- 

oo : 

L 4 

\ +oo 

m- 1 



) + 

+ 

m-4 


- 

- 

+ 

P 


+ 

) 

+ 


q _ -_b _ 2(m - 2) 
5 o m-4 • 


m 

— oo 2 4 

1. +~ 

m-2 

( 

1 + 

+ 

m-4 

- 

- 

+ 

S 

+ ( 

1 

+ 


Les valeurs remarquables de m classes dans I'ordre croissant 
sont : 0 ; 1 ; 2 ; 4. 

Tableau recapitulate : 


m 

-oo ( 

) i ; 

l i 

l + OO 

A 


) + 

+ 

+ 

+ 

P 


+ 0 

- 

+ 

S 


+ 

+ ( 

) 

+ 




2 racines 

2 racines 





de signes 

de signes 



Hp 

2 racines 

contraires 

contraires 

2 racines 

Conclusion 


positives 



positives 


racines 

0 < x 1 < x" 

La positive 

La negative 

0<x / <x" 




I'emporte 

I'emporte 





x / <0<x" 

x"<0<x y 




Inequation x = 0 

n 

i 

x t 

I'equation 

devient • c 2 

(2x- 1) 2 = 0 x = => = 3 

x = x" = i 

n H 

d6g£n£re en 
1“ degr6 

X = 4 


.V? 


/ \ 

x = ±-=- 
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COMMENT FAIRE 
SAUTER 

LES BOUCHONS? 

Englue dans un embouteillage, vous avez surement cherche 
en vain ce qui pourrait constituer un remede: imposer 
la circulation en patins a roulettes, bruler tous les camions 
ou interdire de permis les chauffeurs les plus lents. Au fait, 
savez-vous quelle est la vitesse qui assure la meilleure 
fluidite du trafic? Lisez cette histoire qui vous 
edairera sur la question. 

CILLES PAGfcS 
University Paris-VI 
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L a famille Petitix transpire a grosses gouttes. Les 
vacances sont finies et le piege des grands retours s'est 
referme sur Tautoroute du Soleil. Bref, les Petitix sont 
coinces dans un enorme embouteillage. 

« Quel enter, soupire le pere. Bison fute est une buse ! Je le sa- 
vais, il fallait partir plus tot. Je n'aurais pas du vous ecouter. Li- 
miter la vitesse, c'est trfcs bien, mais, nom d'une pipe, il faudrait 
aussi songer a instaurer une vitesse minimale ! Si tout le monde 
roulait a, je ne sais pas moi, 80 km/h, les bouchons ne seraient 
plus qu'un mauvais souvenir ! 

-Tu crois vraiment ? risque la fille a?n£e. 

- Evident, Julie I Un batracien trepane le comprendrait I 


- Tout faux ! Ce n'est certainement pas la solution pour eviter 
les bouchons... 

-Ah, mademoiselle je-sais-tout se reveille... 

- La mission d'une autoroute, poursuit-elle, imperturbable, c'est 
de faire passer un maximum de gens en un minimum de temps 
sur chaque trongon du parcours, d'accord ? Pour ga, il faut aug- 
menter le debit, en s'arrangeant pour que les voitures roulent a 
une vitesse a peu pres constante et ne doublent pas trop pour 
£viter les coups d'accord£on. On appelle ga le d£bit stabilise ! 

- Mais encore, miss Einstein ? 

- Le debit stabilise est le nombre de voitures qui franchissent 
a vitesse constante une ligne fictive trac£e sur la route durant 
une heure de temps. J'ai lu que ce debit stabilise se calcule en 
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divisant la vitesse v par la distance entre deux voitures, de pare- 
chocs avant a pare-chocs avant ( voir encadre 1 1 ). La formule qui 
donne le debit stabilise D & vitesse v est simple : 


D = 


distance entre deux * 
(avants de) voitures 


- Ce st bien ce que je disais, bon sang de bois ! triomphe 
M. Petitix. Plus on va vite, plus le debit augmente, ce n'est vrai- 
ment pas sorcier... 

- Encore faux, et dangereux de surcroTt, mon cher papa. Car les 
freins ont imperativement besoin d'une distance proportion- 


1 DEBIT STABILISE 

« Stabilise » signifie que toutes les voitures roulent a la 
m§me vitesse constante et maintiennent entre elles des 
espaces egaux et constants. 

La formule de la vitesse est valable justement si celle-ci est 
constante. Le mobile parcourt la distance c/en un temps t 
et on a : 

d 

v « 7 . 

Pour les besoins de la cause on suppose que la route est 
droite sur une grande longueur et on la represente une 
heure apres que la voiture A a franchi la ligne : 


I = distance entre deux [ avants de J voitures 


Trouver le debit stabilise D, cela revient a determiner le 
nombre de voitures qui ont franchi la ligne en une heure. 
Autrement dit, il s'agit de trouver combien de fois I est 
contenu dans d : 


D = } 


Vt 


or d = vt, d'ou D = — , et en fixant t a 1 heure : 


D = 


I 


Le debit s'exprime done en « voitures par heure ». 


nelle a I'energie cinetique 
(zoom) du vehicule pour par- 
venir£ I'immobiliser. 

- Tu fais ton interessante. Tu 
ne peux pas dire simplement 
que plus on va vite, plus il 
faut d'espace pour s'arreter ? 

- Soyons precis : cette ener- 
gie cinetique augmente 
comme le carre de la vitesse. 
Elle vaut exactement : 


ZOOM 

L'energie cinetique, 
e'est I'energie de 
mouvement de la 
voiture. La ralentir, 
e'est diminuer cette 
energie cinetique en 
en faisant autre chose. 
Les freins, en action, 
transforment I'energie 
cinetique en chaleur. 


r 


E = jmv 2 


ou m est la masse de la voiture. Heureusement, la puissance 
des freins prend en compte cette masse. Finalement, la dis- 
tance necessaire aux freins pour dissiper I'energie cinetique 
en chaleur est de la forme Cv 2 . Plus la constante C est petite, 
mieux tu freines ( voir encode 2I ). A cela s'ajoute la distance 


# DISTANCE DE FREINACE 

« Les freins ont besoin d'une distance proportionnelle a 
I'energie cinetique », cela s'ecrit : 

x = K“mv 2 

x est la distance de freinage et K la constante de propor- 
tionnalite. K, 1/2 et m sont des valeurs constantes ; leur 
produit aussi. La voile done cette « constante de freinage » : 

C = Kj m. 

La distance de freinage s'ecrit bien x = Cv 2 . 

Le chemin parcouru pendant le « temps de reaction t Q » 
se calcule a partir de la formule de la vitesse d~ t 0 v. 

Cros plan sur la figure precedente : 


1 - 


/ * Cv 2 + t 0 v + L 



On suppose que toutes les voitures ont la meme longueur L. 


C'est ainsi que D = ~ devient D 


Cv 2 + tv + L 


»> 
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parcourue par la voiture entre le moment ou tu comprends 
qu'il faut freiner et celui ou ton pied enfonce la pedale : c'est 
ton temps de reaction, t 0 = Is environ. Pendant ce temps, tu 
parcours une distance de t Q v (en metres). Enfin, si tu veux evi- 
ter le pare-chocs arriere de la voiture de devant, il faut encore 
ajouter la longueur L du v^hicule qui te pr£c£de. 

- Ce n'est valable que si la voiture de devant s'arrete pile sur 
place ! » ferraille le conducteur. 

- C'est le cas dans les carambolages ! Au total, tu dois te placer 
ei une distance de : 

/ = Cv 2 + f 0 v + L. 

£videmment, la constante C varie un peu selon les v^hicules, 
leur etat et leur chargement, mais elle reste toujours du meme 


i SECOND DEGRE 


Point de depart : 


D = 


v 

Cv J + r o v+L' 


En chassant le d^nominateur : 

D(Cv 2 + t 0 v+L) = v; 
tout dans le premier membre : 

DCv 2 + Dt 0 v + DL - v = 0 ; 

enfin ven facteur : 

DCv 2 + (Dt 0 — l)v + DL = 0. 

Voila done une equation du second degre en vde la forme : 
av 2 + bv + c = 0 
ou a = DC ; b = Dt 0 - 1 et c = DL 
D'ou : 

A = b 2 - 4 ac 


= (Dt 0 - 1) 2 - 4DCDL 
= (Dt Q — l) 2 — 4D 2 CL. 

Produit : 

P = vV = f 


DL 

DC 


l 

c ; 


somme : 

* = ~a = DC 

P est positif parce que L et C le sont, done v'et v"sont de 
meme signe, regie des signes oblige. 

Ces vitesses seront done positives dds lors que leur somme 
5 le sera. Observons bien que le d6nominateur de cette frac- 
tion DC est positif car D et C le sont. Pour avoir S positif, il 
faut que le numerateur soit lui aussi positif, soit Dt 0 - 1 < 0. 


K- 1 ) 


Resume : on doit avoir tout & la fois, 

(D^-IP-AD^L^O et Dt 0 -l£0. 


J 


ordre de grandeur. Finalement, le debit de I'autoroute et la Vi- 
tesse des voitures qui y roulent sont lies par I'equation : 


C v 2 + t Q v + L 

que Ton met aussit6t (voir encadri 3 > ) sous la forme : 

DCv 2 + (Dt 0 - 1) v + DL = 0. » 

M. Petitix trouve la ^ se mettre a son avantage. 

« Tiens, on dirait une equation du second degre. 

- C'EST une equation du second degre ou v est I'inconnue. Et 
pour qu'elle ait des solutions, il faut que son discriminant soit 
positif ou nul. » 

Dans la memoire de M. Petitix, un vieux souvenir remonte. 

« Le discriminant, c'est delta ! 

- Tu as de beaux restes, mon vieux papa... mais cela ne suffit 
pas car la physique et les maths ne sont pas tout a fait la meme 
chose. Pour que le resultat ait un sens, il faut en plus que I'une 
au moins des vitesses solutions soit positive. 

- Et comment fait-on pour savoir si cette vitesse solution est po- 
sitive sans la calculer ? 

- Heureusement, il y a des formules magiques qui permettent 
de le savoir I C'est le produit des racines : 


et la somme des racines : 


< • -b 

v +v = — . 

Le produit des racines est strictement positif, il vaut : 

dl _ J. 

DC c' 

Les deux racines sont done necessairement de meme 
signe. Elies seront positives des que leur somme 

Dt 0 -i 

- le sera, e'est-a-dire des que Dt 0 - 1 < 0. 

-Tiens, une aire de repos. Je propose que Ton s'arrite pour finir 
les calculs. Au point ou on en est ! » 

Cinq minutes plus tard... Julie reprend. »> 
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« Bien beau tout ga. Mais le debit maximum de I'autoroute, c'est 
quoi ? Je te rappelle I'objectif du probleme : connaTtre la meil- 
leure vitesse pour assurer le d4bit maximum I 
- J'y viens. Dans la formule : 


D S 


1 

t 0 + 2 VCL ’ 


tu vois bien que la valeur maximum du debit est donnee par : 


Or cette valeur correspond precisement au cas ou le discriminant 
est nul (voir encadre s ). Dans ce cas, I'equation donnant la 
vitesse a une racine double v opt (vitesse optimale) donnee par : 

l-D f n 
_ 0 

V = 2D C' 

man 

soft encore, en rempla?ant par sa valeur, et en sautant 
par-dessus les calculs : 


t +2VCL 



■ 

O INEQUATION 

La principale difficulty a r^soudre est bien entendu : 

(D t Q - 1) 2 - 4 D 2 CL > 0. 

Pour y arriver, creons une difference de deux carres dans le 
premier membre. Pour cela, il suffit de remarquer que : 

4 D 2 CL = (2D VCL) 2 , 
on a maintenant : (D t 0 - l) - (2D VCL) 2 > 0. 

Appliquons A 2 - B 2 : 

(D t 0 - 1 + 2D VCL) (D t 0 - 1 - 2D VCL) £ 0. 

A nouveau, on est soumis a la regie des signes : le produit 
de ces deux facteurs sera positif s'ils sont de m§me signe. 
Pour le premier facteur la frontfere est -2DVCL, et pour le 
second +2DVCL. 

Le tableau de signes, ci-dessous [ voir aussi article page 53), 
donne la solution. 

Df 0 -1 5 -2DVd ou encore D t 0 - 1 2D VCL. 

MAIS on veut en plus D t Q - 1 < 0. Seule la premiere 
possibility fait I'affaire : 

Dt 0 -1 < -2DVCL. 


Dt 0 -1 

-2D VCL +2D VCL 

D t Q - 1 + 2D VCL 

( 

) + 

+ 

Dt 0 -1-2DVCL 

- 

0 + 

A 

+ < 

i i i 

> + 


/ 


Un grand silence se fit dans I'auto. Le sieur Petitix est estoma- 
qu6. « Mais c'est magnifique. Comment peut-on arriver £ une 
formule aussi simple pour une affaire aussi compliquee ? » se 
drt-il in petto. 

« Dis done ma ch4rie, dans le dypliant S4curit£ routine, on 
donne des distances de freinage en fonction de la vitesse. Avec 
$a et la formule de I'energie cinetique, on doit pouvoir calculer 
ta constante de freinage C ? 

-Surement, puisque Ton sait que : distance de freinage = Cv 2 ! » 


# DISCRIMINANT NUL 


Nous vgnons de resoudre : 

(D t Q - 1) - 4 D 2 CL £ 0, e'est-a-dire A£0et pour trouver D max 
on a vu qu'il faut se placer dans le « cas limite = 0 ». Ce cas 
correspond bien a A = 0. 

Dans ces conditions, 

V = V = 


zk 

2a' 


ce qui donne une bonne mythode de calcul : 

- 1-DL 


opt 


toujours avec D = D 


V = V = 
1 


2DC 


1 - 


max t 0 + 2 VCL 
t 0 + 2VCL_ t 0 + 2VCL 


opt 


2C 


2C 


t n + 2 VCL 


t n + 2 VCL 


opt 


2 VCL _ VCL _ .ICL _ .fT 
2C “ Vc 7 " »C 3 " Vc 


et le miracle est accompli. 
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Simple arithmetique, dont se charge M. Petitix qui reprend la 
main. 


r 


6 CALCULS NUMERIQUES 



> Its LA 

fcmvcz n<^ a <r 


,gri27/oe<stC 


4AVAl£^mXT/VlAl£ , w ^ 
, oa pear e'sr WKKieg Par. 


iTwtww/msot 

•s^^pefose 

A M6 PiOS tUT ' 

Acaere/2 ee 

D jfrURfJAt,! 


Ils sont faciles car il suffit de reprendre la formule : 


x = Cv 2 et en tirer C = -7. 

v 2 

On utilise les unites de base du systeme international : 
temps en s, longueurs en m , etc. Les distances de freinages 
Gtant donn^es en m. Monsieur Petitix va transformer en 
m/s les vitesses donnees en km/h. 

Ainsi pour x = 8 m et v = 11,11 m/s, on trouve : 


(ll/ll) 2 


= 0,0648. 


On est en droit de penser que Monsieur Petitix a ainsi fait 
les sept calculs puis pris la moyenne de ses r6sultats pour 
affirmer C = 0,0635. 

Trouver la vitesse optimale est alors un jeu d'enfant 
puisqu'il suffit d'appliquer : 


Si on admet que la longueur de chaque voiture est L = 4 m, 

= ^6239 = 7,937 m/s 


qu'on transforme en km/h, et on trouve bien 28,57 km/h 
arrondi & 28,6 km/h. 


« Voyons cela : 


40 km/h 

8 m 

50 km/h 

12 m 

60 km/h 

18 m 

70 km/h 

24 m 

100 km/h 


110 km/h 

58 m 

120 km/h 

72 m » 


Quelques tapotis de calculette plus tard, une fois convertis les 
kilom&tres/heure en m£tres/seconde, M. Petitix propose une 
valeur moyenne de la constante C : « 0,0635 », conclut-il fiere- 
ment, completement pris au jeu et pressentant surtout que son 
hypoth&se de vitesse minimale obligatoire allait etre confirmee 
avec eclat. Avant d'ajouter : 

« Et si Ton suppose que la longueur moyenne d'un vehicule est 
de, disons, environ 4 m, on arrive & une vitesse optimale de 
7,9 m/s... » 

Une conversion plus tard, M. Petitix lache d'une voix d'outre- 
tombe : 

« Soit... 28,6 km/h. A cette vitesse-la, mes enfants, il vaut mieux 
chercher un hotel tout de suite. » (voir encadre ,G ) ■ 
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LE THEOREME 


DE STURM ? 


Charles-Frangois Sturm, inconnu au bataillon ? 
Pourtant nous lui devons un petit bijou : la machine a faire 
avouer les polynomes les plus vicieux. 

C'est simple, pratique et beau. 


CILLES GODEFROY 

CNRS. Auteur de L'Aventure des nombres [Odile Jacob, 1997] 
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A dmettons que vous ayez bien potasse ce special 
maths de Science et Vie Questions/Reponses. Et 
que, fier comme Artaban, vous le fassiez savoir 
autour de vous. A coup sur, un petit malin voudra 
vous coincer en glissant une peau de banane du genre : « Dis 
done , le fort en thdme, si je te donne le polyndme x 3 + 6 x 2 - 16, 
que sais-tu me dire de ses racines ? » Un polynome du troisieme 
degre, bigre ! Silence gene, raclements de gorge : « Euh, e'est-a- 
dire, SVQR ne traite que du second degre et... » Vrai. Mais, pour 
autant, vous n'etes pas totalement desarme face a cette colie. 
Grace a Charles-Frangois Sturm. 

Ce math^maticien frangais assez peu connu (1803-1855) 
a en effet decouvert une methode epatante pour faire 
parler les polynomes tordus du troisieme degre et au- 
delei. £a commence tout doux. Savez-vous diviser 7 par 
3 ? Ne prenez pas la mouche, e'est juste pour rappeler une 
precision de vocabulaire. Je divise 7 par 3, j'obtiens 2 et 
il reste 1 ; 2 est appel§ le quotient de la division et 1, le 
reste. Ce qui peut s'£crire : 

7 = 3x2 + 1. 

Un peu de langue matheuse maintenant, histoire 
de peaufiner la precision et delever le d£bat. Plus 
generalement, lorsqu'on divise un nombre entier po- 
sitif A par un nombre entier strictement positif B (e'est- 
ei-dire non nul), on obtient un quotient Q et un reste R. 

Q et R sont des nombres entiers positifs tels que 
A = B x Q + R ; et B est strictement plus grand que R. 

Or, ce qui est vrai pour la division des nombres rest aussi 
pour la division des polynomes (on I'appelle alors division 
euclidienne). Si A(x) et B(x) sont deux polynomes a coeffi- 
cients reels, avec B(x) qui a au moins un terme non nul, il 
existe un couple unique de polynbmes (Q(x), R(x)) tels que 
A(x) = B(x)Q(x) + R(x) ; le degre de R(x) etant strictement plus 
petit que celui de B(x). 

Par ailleurs, les arithm^ticiens savent depuis belle lurette 
qu'une succession de divisions euclidiennes permet de calcu- 
ler le PGCD de deux entiers (PGCD = Plus Grand Commun Di- 
viseur). 4 est le PGCD de 12 et 16, par exemple. Entendez que 
vous ne trouverez pas de nombre plus grand qui divise a la fois 


d£v*?isp/vs V"- 


if <es 






\)B eue^ecpvo 




UK)B 


D 




9 
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12 et 16. Autre exemple : on veut calculer le PGCD de 310 et 
136. On effectue alors les divisions suivantes : 

310 = 136x2 + 38 
136 = 38x3 + 22 
38 = 22x1 + 16 
22 = 16x1 + 6 
16 = 6x2 + 4 
6 = 4x1 + 2 
4 = 2x2+0 

Le dernier reste non nul (dans notre exemple, ce dernier 
reste vaut 2) est le PGCD des deux nombres dont on est 
parti, 310 et 136. Cette methode de calcul, facile comme 
bonjour, a I'avantage de ne pas faire appel a la decomposition 
des nombres entiers en produits de facteurs premiers. Remar- 
quez que, dans cette colonne d'operations, chaque reste devient 
le diviseur de la ligne du dessous, puis le dividende de la ligne 
suivante. Observez par exemple la trajectoire « diagonale » de 38, 
puis de 22, puis de 16... 

Cette methode marche aussi pour calculer le PGCD de deux 
polynomes, et ceci sans utiliser les « polynomes premiers », 
c'est-a-dire ceux du premier degre. Grace a elle, nous pouvons 
effectuer un petit tour de passe-passe. A savoir determiner 
si deux polyndmes ont, ou n'ont pas, une racine commune, 
meme si Ton n'est pas capable de calculer leurs racines I 
Nous pouvons faire mieux encore : trouver le nombre de racines 
r^elles d'un polynome dans un intervalle quelconque [u, v) 
sans calculer ces racines ! C'est parfois bien utile, puisqu'on 
ne dispose pas de formule pour le calcul des racines quand le 
degre du polynome est au moins 5, et que les formules pour 
les degr£s 3 et 4 sont de vrais sacs de noeuds. L'£nonc6 qui 
explique comment calculer le nombre 
des racines d'un polynome quelconque 
P(x) dans un intervalle quelconque ( u , v) 
s'appelle le theoreme de Sturm. Revoila 
Charles-Frangois. 

Soit done P(x) un polyndme. Pour 6viter 
des complications inutiles, supposons que P(x) n'a que des ra- 
cines simples. 

On ecrit : 

P(x) = P 0 (x). 


Ce qui est vrai pour la 
division des nombres 
Test aussi pour la 
division des polyndmes. 


QR#HSI 73 N0VEMBRE2016 



L'indice 0 est juste la pour indiquer le debut de la manip. 

On ecrit aussi : 

P'(x) = P x (x). 

Un mot sur la notation P' : elle designe le polynome derive de 
P(x) (vo/r encadre ci-dessous). 

On calcule alors P 2 (x) par la formule : 

P„<x) = Pj(x) Q^x) - P 2 (x), 

ou le degre de P 2 (x) est strictement inferieur au degre de P^x). 
Meme chose pour P 3 (x) : 

P,(X) = P 2 (x)Q 2 (x)-P 3 (x) 

et ainsi de suite. 

On effectue done une suite de divisions euclidiennes ( voir en- 


LES DtRIVtS EN TROIS VERSETS 


La valeur d'un polynome en x, par exemple 
P(x) = 2 x 3 + 4 x 2 - 3x + 5, 

depend de la valeur attribute a x. Ainsi avec x = 1, 

P(l) = 2 + 4- 3 + 5 = 8et P(0) = 5. 

Cest en utilisant certaines recettes de cuisine qu'on fait 
« deriver » de P(x) un nouveau polynome qu'on note P'(x) et 
qu'on appelle tout simplement la « derive » de P(x). 

Pour la calculer, trois versets puises dans I'evangile selon 
saint Matheux devraient suffire. 

Verset 1 : La deriv£e d'une somme est egale a la somme 
des d4riv6es. On d^rivera done s4par6ment 2X 3 puis 4x* 
puis - 3x et enfin 5. II n'y aura plus qu'a faire la somme des 
r£sultats. 

• Verset 2 : La derivde d'une constante est nulle. Ainsi la 
d6riv6e de 5 est 0. 

• Verset 3 : La derivee de axT est egale a anx " 

Pas de panique, on se fait vite la main. 

Ainsi prenons 2X 3 , on voit bien que a = 2 et n = 3. 

Done n-l = 3- l = 2. Alors la d6riv6e de 2x* est : 2 x 3x* = 6x 2 . 
Continuons avec 4x*. Ici a = 4 et n = 2, d'ou n- 1 = 1. 

Done la d£riv£e de 4X 2 est 8x. 

Vient ensuite - 3x. Cette fois a = - 3 et n = 1, d'ou n - 1 = 0. 

La d6riv£e de - 3x est egale ^:-3xix° = -3 (car x° = 1). 
Finalement si P(x) = 2x* + 4x* - 3x + 5, on a : P'(x) = 6x* + 8x - 3. 
V6rifiez que vous avez capte en calculant la deriv£e de : 

P(x) = -5x^-7^ + 2x* + 3x- 12 
Et remarquez au passage qu'au cours de la derivation 
I'exposant diminue de 1. 

(E + + wz - jXOZ - = (x),d : asuod^y) 


cadre page 76), et on s'arrete lorsqu'on obtient un polynome 
constant P n ce qui arrive n^cessairement puisque les degr£s des 
polyndmes obtenus decroissent a chaque division. 

Attention, $a se corse un peu. Maintenant, on considere une 
suite dite « de Sturm » : 

S(x) = (P 0 (x); Pj(x) ; P 2 (x) ; ... ; P n ). 

Puis, pour tout x, on compte le nombre W(x) de changements de 
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signe dans la suite S(x). Par exemple, si x = 11 : 

S(ll) = (-2;3;5;-13;2;l;-3), 
on aura W(ll) = 4 puisqu'en lisant cette suite, on « change de 
signe » quatre fois. Le theoreme de Sturm s'enonce a present 
ainsi : le nombre de racines de P(x) dans I'intervalle ( u , v) est egal 
a la difference W(u) - W(v). 

Nous ne donnerons pas la demonstration, tres astucieuse, de 


ce resultat. Mais illustrons-le par des exemples. Regardez avec 
attention le polynome suivant : 

P(x) = x 3 + 6x 2 - 16. 

Utilisons nos notations speciales : 

P(x) = P o (x) et P x (x) = P'(x) = 3 x 2 + 12x. 

Le calcul donne : 

P 0 (X) = P 2 (x) Q t (x) -P 2 (x) 
x 3 + 6x 2 - 16 = (3 x 2 + 12x)(l/3x + 2/3) - (8x + 16). 
Verifiez : c'est le meilleur moyen de comprendre. 

Et on continue : 

PjW = P 2 (X) Q^x) -p 3 (x) 

(3x 2 + 12x) = (8x + 16)(3/8x + 6/8) - 12 
Stop ! P 3 = 12, ce polynome est constant, le calcul s'arrete. 
La suite de Sturm de P(x) est done : 

S(x) = (P 0 (x); P 2 (x) ; P 2 (x);... ; Pj 
S(x) = ( x 3 + 6x 2 - 16 ; 3x 2 + 12x ; 8x + 16 ; 12) 

Calculons par exemple S(- 7), e'est-a-dire la suite de Sturm pour 
x = -7. 

On trouve S(- 7) = (- 65 ; 63 ; - 40 ; 12). 

On a trois changements de signe, done W(- 7) = 3. 

Meme chose avec, mettons, 2 : S(2) = (16 ; 36 ; 32 ; 12) et done 
W(2) = 0. 

Puisque W(- 7) - W(2) = 3 - 0 = 3, le polynome 
P(x) = x 3 + 6X 2 - 16 a ses trois racines dans Kintervalle (- 7 ; 2). 
Le lecteur pourra d'ailleurs le verifier, soit en factorisant ce poly- 
nome (qui admet une racine « presque » evidente), soit a Taide 
d'un calculateur graphique. 

Illustrons la methode de Sturm par un deuxieme exemple. Point 
de depart, un polynome bien tordu : 

P(x) = x 3 + 3>/2 x 2 + 3x-V2 - 18. 

En calculant, comme dans notre premier exemple, on trouve la 
suite de Sturm du polyndme P(x), qui est : 

S(x) = (x 3 + 3V2 x 2 + 3x - V2 - 18 ; 

3x 2 + 6V?x + 3 ; 2x+ 2\£+ 18 ;-240). 

C'est longuet mais pas mechant : ne vous laissez pas impres- 
sionner. Cette suite a rallonge va nous permettre de situer une 


»> 
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racine (en fait la racine) de P(x) sur la droite reelle (la droite ou 
Ton range les nombres reels). En effet, on a : 

S(l) = (2VT-14;6 + 6Vr;20 + 2VT;-240). 
d'ou W(l) = 2. 

De plus : 

S(2) = (llVf-4; 15 + 12VI - ; 22 + 2V2 - ; -240) 

d'ou W(2) = 1. 

On a done W(l)-W(2) = 1. 

Le polynome P(x) a exactement une racine dans I'intervalle 
[1 ; 2]. Nous avons ainsi pu « confiner » la racine de P(x). Si nous 
voulons I'approcher de plus pres, il suffit a present d'utiliser 
la m^thode de la dichotomie ( voir article page 15). Le lecteur 
qui voudra bien degainer sa calculette n'aura besoin que de 
quelques minutes pour voir que la racine x de P est approxima- 
tivement £gale a : 

x= 1,58578644... 

Mais Charles-Frangois Sturm fait mieux que jouer les rabatteurs 


de racines. Revenons en effet a notre suite abominable : 

S(x) = (x 3 + 3\frx 2 + 3x-^-18;3x 2 + 6^x+3; 

2x + 2V2 + 18;-240) 

Enqueter sur TOUTES les racines du polynome revient a observer 
toutes les valeurs de x entre - Tinfini (not£ - °°) et + Tinfini (not£ 
+ «>). Ici, il vous manque peut-etre une arme, a savoir : « Lorsque 
x tend vers I'infini, un polynome en x tend vers la meme limite 
que son terme de plus haut degre. » En clair, pour savoir vers 
quelles valeurs va le polynome : 

x 3 + 3 V2 x 2 + 3x-V2 - 18, 

il suffit de s'occuper de x 3 qui est le terme de plus haut degre. Si 
x tend vers - °°, x 3 tend vers : 

(—00) x (—00) x (—00) = — 00 

Exactement comme pour un nombre ordinaire. 


DIVISIONS EUCUDIENNES 


Diviser un polynome par un autre demande exactement la 
meme methode que lorsqu'on divise un nombre par un autre. 
Exemple : divisezx 3 -x 2 -4x- 1 parx-3. 

1 On « pose » l'op6ration et on dit : « en x 3 - x 2 - 4x - 1 

f combien de fois x - 3, ou en x 3 combien de fois x ? ». II y va 
x 2 fois : on pose x 2 et on multiplie le diviseur x - 3 par x 2 . 

2 Cela donne x 3 - 3 x 2 , qu'on 6crit sous le dividende. 

3 Et on soustrait : x 3 -x 3 = 0;-xM-3x 2 ) = 2x 2 . 

4 On abaisse le - 4x et on dit en lx 2 combien de fois x ? 

II y va + 2xfois qu'on ajoute au quotient. 

On multiplie x- 3 par 2x, ce qui donne 2x 2 -6x, qu'on retranche 
de 2 x 2 - 4x. II reste 2xet on abaisse le - 1. 

5 En 2x combien de fois x ? II y va 2 fois. On ajoute + 2 au 
quotient. 2 x (x- 3) = 2x- 6, qu'on retranche de 2x- 1 : 

il reste 5 et... e'est fini ! 


Conclusion : 


x 3 -x 2 -4x- 1 = (x-3)(x 2 + 2x + 2) + 5 


~T~ 

A(x) 


f 

= B(x) Q(x) 


+ R 


x 3 -x 2 -4x- 1 |x-3 


3 

x 3 -x 2 -4x- 1 
' x 3 - 3x 2 
2x 2 -4x 


x-3 


x 3 -x 2 -4x- 1 
"x 3 - 3x 2 
0 + 2 x z 


x-3 
l 




5 

x 3 - x 2 - 4x - 1 
'x 3 - 3X 2 

2x 2 -4x 

"2x 2 -6x 


x 3 -x 2 -4x- 1 
x 3 - 3X 2 

2X 2 - 4x 
“2X 2 - 6x 
2x- 1 


x-3 

x 2 + 2x+ 2 


x-3 
x 2 + 2x 


2x- 1 
' 2x-6 
5 
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Meme procedure pour le second terme de la suite : 

3x 2 + 6 V2 x+ 3. 

II tend vers (- °°) x (- 00 ) = + 00 . Le troisfeme terme, 

2x + 2V2 + 18, tend vers- 00 ; lequatri£me,-240, est constant 
. Comptons les changements de signes : W(x) = 2. 

Meme demarche si x' tend vers + Vous trouvez W(xO = 1. 
II s'ensuit que W(x) - Wfx") = 2 - 1 = 1, et done que P(x) a, en tout 
et pour tout, une seule racine reelle I 

On peut proceder de la meme maniere pour n'importe quel po- 
Iyn6me. A chaque fois, la suite de Sturm vous donnera une In- 
formation globale tres importante : le nombre de racines reelles 
du polynome. 

Vous avez compris ? Bravo ! Attaquez-vous a I'exercice suivant : 
montrer que I'equation x 3 -x-l = 0 a une unique racine 
reelle et calculer une approximation a 0,01 pres de cette racine. 
Indications : e'est par dichotomie que vous trouverez une bonne 
approximation de la racine (voir article page 15). Examinez en 
premier I'intervalle de 0 a 2. 




r-- 

m 

TT 


• • 



Posons P(x) = x 3 -x - 1. En respectant les notations de I'article 
on £crit alors P Q (x) = x 3 -x-leton calcule 
Pjtx) = P (x) = 3x 2 - 1. II faut alors trouver P 2 (x) tel que : 
P 0 (x) = P x (x) Qj(x) - P 2 (x). 

Pour cela, on doit diviser P (x) = x 3 -x-lpar: 


P(x) = 3x 2 - 1. 


x } -^x 

3 


"X“ 1 


3x J -1 

3x 2 + -x 
2 


- -x-1 
2 

— —X — — 

2 4 

23 

4 


3x 2 


1 


fx +1 


— x— — 

2 4 


On trouve R i = -~x- 1 d'ou : 

-R, = P 2 (x) = jx+1. 

On peut verifier qu'on a bien : 
x 3 -x-l = (3x 2 -l)jx-|x-l. 

Nous cherchons maintenant 
P 3 (x) tel que : 

P,(x) = P ; <x)Q 2 (x)-P 3 (x). 

Done on divise 

P^x) = 3x 2 - 1 

parP 2 (x) = jx+1. 

On trouve R = -P (x) = v 

234 
d'ou : P 3 (x) = -y. 


Soit : 


On peut verifier que : 

, 2 „ /2 \ /9 27 \ 23 

3x J- i - (j* +1 )(i*-7) + 7 

Le jeu des divisions cesse ici puisque P 3 (x) est une constante. 
Iicrivons la suite de Sturm : S w = (P 0 ; P x ; P 2 ; P 3 ) 

l w = (x*-x-l;3x 2 -l;-fx-l;-f) 

Ecrivons les suites pour x tend vers - 00 puis + 00 : 

= ( _ °° >+°° 1”^) d ' 0,:j W (_^, = 2 

s ,.», = ( + °° ;+°° ;-°° = 1 

Le nombre total de racines est donn6 par 
W — W (+o o) = 2 — 1 = 1 : il y a une et une seule racine. 
Calculons P (o) = -l(n£gatif)etP (2) = 5 (positif). Cette racine est 
comprise entre 0 et 2. Poursuivons la dichotomie et plains les 
derniers resultats sur la fleche (ci-contre a gauche) : 

P(l) = 1-1-1=-1 done racine entre 1 et 2 
P(l,5) = + 0,875 P(l,25) = - 0,297 

P(l,375) = + 0,2246 P(l,3125) = - 0,04 

P(l, 34375) = + 0,0826 P(l, 328125) = + 0,0146 

Conclusion : cette racine est comprise entre 1,31 et 1,33. On est 
bien a 0,01 pres. m 


QR#HS1 78 N0VEMBRE2016 



COMMENT 

BASCULE DANS 
L' I MAGI N AIRE? 


En poussant a fond les equations du second degre, 
les mathematiciens ont decouvert de nouveaux mondes 
etranges, ou les racines et les carres deviennent negatifs 
et ou I'imaginaire trouve sa place dans les formules. 
Exploration de I'univers des nombres complexes. 





V oid une etrange histoire. Elle raconte la decouverte 
de rivages exotiques, d'un monde totalement 
inconnu, presque effrayant, et d^marre dans I'ltalie 
de la Renaissance... Eh non, il ne s'agit pas de la 
decouverte des Ameriques, des legendes et des peurs que 
Tltalien Christophe Colomb dut surmonter pour voguer sur le 
Grand Ocean. L'ltalien de notre histoire s'appelle Jerome 
Cardan ; il n'est pas de Genes, comme Colomb, mais de Padoue. 
Et, surtout, il n'a pas besoin de caravelles et d'or pour decouvrir 
un nouvel univers. Une table, une chaise, du papier et une plume 
lui suffisent : Cardan est mathematicien. 

A vrai dire, Cardan n'a fait qu'apercevoir les nouveaux rivages : il en 
a meme £prouv£ une telle frousse qu'il a fait machine arrtere. L'ex- 
ploration de ce monde 
neuf s'est eta lee sur 
trois si&cles, men£e 
par de tres grands ma- 
thematiciens comme 
Bombelli, Leibniz, Euler, Argand, Gauss... Peu importe le detail 
historique : voici comment les choses auraient pu se passer. 

Notre histoire n'a qu'un personnage, fictif. Appelons-le le 
Decouvreur. Son point de depart est un probteme qui semble 
de prime abord bete a pleurer. Trouvez deux nombres m et n 
dont la somme est 10 et le produit 40. Le Decouvreur hausse les 
£paules et £crit : 

S = m + n = 10 et P = mn = 40. 

Le bon sens crie au Decouvreur : avant de te lancer vers un 
Nouveau Monde, utilise ce que I'Ancien te donne. En d'autres 
termes, vois si la bonne vieille equation du second degre fait 
avancer les choses. La « boTte a outils » du matheux donne une 
piste qui semble solide ( voir article page 53) : « deux nombres 
r£els dont la somme est S et le produit P sont, s'ils existent, les 
racines de I'equation du second degre X 2 - SX + P = 0 ». 

On connait S, on connalt P, rempla^ons : 

X 2 — 10X + 40 = 0. 

La routine impose de calculer le discriminant : 

A = b 2 - 4oc = 100 - 160 = - 60. 

Aie : I'exploration aboutit a une impasse. Si A est negatif, I'equa- 
tion n'a pas de solution dans R, I'ensemble des nombres reels, 
ceux qui forment I'Ancien Monde. Mais ces deux nombres m et 
n doivent bien exister puisqu'ils se marient dans une somme et 
un produit I 


Que faire ? Tout I'art du Decouvreur est la : il faut tenter de 
contourner I'obstacle par des chemins de traverse. Visiblement, 
le probldme entier nous d£passe. N'en regardons que la moitte, a 
savoir la somme S = m + n = 10. Evidemment il y a une infinite de 
solutions. Tiens, 5 + 5 = 10, par exemple. Mais, attendez, pourquoi 
introduce ce cas particulier ? Pourquoi se bloquer sur une solu- 
tion si speciale, a savoir m et n egaux ? Faisons machine arriere et, 
au contraire, EXCLUONS le fait de se limiter a cette solution. 

Un coup d'ceil au schema pour capter I'astuce : 
m n 


Les deux nombres que nous cherchons peuvent dorenavant 
s'ecrire : m = 5 + x et n = 5 - x. 

C'est maintenant le seul nombre x que nous cherchons. Ex6cu- 
tons le produit P avec ces deux creatures : 

P = mn = (5 + x) (5-x) = 40. 

D4veloppons : 25 + 5x - 5x - x 2 = 40, 

qui conduit droit a : x 2 =-15. 

Le Decouvreur est effar^. Dans son chemin de traverse, il tombe 
sur une sorte de monstre ! Qui a d£j& vu un carre negatif ? 
Personne. On nage dans I'absurde, le Decouvreur a un instant 
de decouragement. 

A moins que... Mais non, ga ne m£nera nulle part... Allez, 
essayons quand meme. Qui nous empeche d'ecrire x 2 = - 15 
sous la forme : 

x 2 = ( - 1) x 15 ? 

Personne, puisque c'est correct. Et pour trouver x, extrayons la 
racine carree : 

Vx 1 = VIsVT.soitx = VIsVT. 

Diable, encore un epouvantail, ce V-T. Ce Nouveau Monde est 
plein de creatures demoniaques. Allez, continuons. Posons : 

m = 5 + x = 5+VI 5yTl 
et n = 5-x = 5-VT5VT. 

Et additionnons : 

s = m + n = S + VlSVT + S-VlSVn:. 

£a fait 10 ! Nous retombons sur nos pattes. Et si, par hasard... 
Allons-y pour le produit : 

P = mn = (5 + yll5yFT)(5-}li5-fI). 




On naae dans Tabsurde. 
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P = 5x5 + 5\^VT-5Vl5VT-V!5VTxVl5VT 
P = 25 - (Vl5) 2 X (\Tl ) 2 = 25 - 15 x ( - 1) 

= 25 + 15 = 40. 


celle de la fantaisie math^matique, bref de I'imaginaire. Mais le 
Nouveau Monde nous appelle. Continuons. 
metn peuvent s'ecrire : 


Done m et n existent bien ! Ils sont bizarres, mais ce sont des 
nombres ! Rendons-les plus presentables en posant : 


VT = /ou encore/ 2 = -1. 

i ? Oui, / comme /maginaire. Car nos Decouvreurs des xvi e , xvn e 
et xvm e si&cles ont 6t£ effar^s par ce nombre exotique, ce \Tl. 
Ils ont eu un mal fou a le traiter comme les autres nombres, les 
nombres reels. A leurs yeux, il devait venir d'une autre planete, 


m = 5 + Vl5x/et/7 = 5-Vl5 x/. 

Essayons de leur trouver une place dans notre Ancien Monde, 
celui des nombres r6els. Un monde simple, en forme de droite, 
ou tous les nombres se posent les uns derriere les autres comme 
des hirondelles sur un fil. - 2 ; - 1,8 ; 0 ; 1 ; 2,9 ; 8,33 ; etc. 

Ou placer nos deux creatures metn? Regardons de pres leur 
anatomie : 

m = 5 + Vl5x/et/7 = 5-Vl5x/. 


»> 
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N'ont-elles pas un petit air de sphinx, de dieu Anubis, bref de 
creatures a deux faces ? La decouverte du Nouveau Monde a en 
effet accouche de monstres th4rianthropes. La partie humaine, 
« reelle », c'est le 5 ; la partie fantastique, « imaginaire », c'est 
le Vl5. Ces bestioles de contes de fees ne peuvent pas tenir 
entires sur notre droite des r4els. Seule leur partie reelle va y 
prendre place. Et quant a leur partie imaginaire, il faut la situer 
dans les cieux, dans une nouvelle dimension : un second axe (voir 
ci-dessous). Ces etres hybrides, les mathematiciens ont fini par les 
appeler les nombres complexes. 
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> Coucou, revoila le second degre < 

Les nombres complexes vivent done dans un monde a deux 
dimensions. Les mathematiciens, gens de convention, ont 
pris Thabitude de poser les complexes sur un plan muni d'un 
systeme d'axes dote de reperes : 



0, a I'intersection des deux axes, 

~u sur I'horizontale et ~v sur la verticale. 

La fl4che pos4e sur u et v indique 
qu'il s'agit de vecteurs. Pour addi- 
tionner deux vecteurs, il suffit de 
tracer le second £ la suite du pre- 
mier (voir ci-contre). 

Les multiples de /, des nombres 
imaginaires purs, seront associes 
aux points de I'axe (O; v), appe- 
14 axe imaginaire, et les nombres 
reels a ceux de I'axe (0; ~u ), appele axe reel. Ainsi done, au 
nombre complexe z = a + bi, correspond le point M du plan, de 
coordonn4es (a, b ), ou le vecteur (a, b ). 

Prenons un exemple : 


M 



4v 


Oivt = 3u+4v 

Ce vecteur est associe au nombre complexe z = 3 + 4 i. La mul- 
tiplication par - 1 du vecteur Obft consiste purement et simple- 
ment a le retoumer : meme direction et meme longueur mais 
sens contraire. C'est le vecteur O^' du dessin qui est associe au »> 
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nombre complexe : z ' = zx(-l) = (3 + 4/)(-l) = -3-4/ 
(voir ci-dessous). 



Le Decouvreur sent qu'il tient quelque chose de neuf. 

Que se passe-t-il si Ton multiplie le complexe z = a + bi par i ? 
Voyons : z j = zx| = (a + bi)xi = ai + bi 2 . 

Or, F etant egal a - 1, il vient : z 1 = ai-b = -b + ai. 

Soit avec les valeurs de I'exemple : 

z x = -4 + 3/associeau vecteur O?. 

Le Decouvreur est ravi. Ce pays qu'il explore contient des 
merveilles : la multiplication par / d'un nombre complexe a une 
signification geometrique. La multiplication par / du nombre 
complexe z a provoque la rotation d'un quart de tour du vecteur 
assocte 6^ qui devient 6?. 

Lien nouveau et magique entre la geometrie et ces nombres que 
notre aventurier veut confirmer. Pour cela il applique la meme 
operation au nombre z x , et bien entendu il voit le vecteur tour- 
ner a nouveau de 90°. 

0? devient O^' : 

z j x/ s (-b + ai)x i = -bi + ai 2 = -a -bi = -(a + bi) = -z. 

En resume : nouvelle multiplication par/egale nouveau quart de 
tour. Quart de tour plus quart de tour egale demi-tour : la mul- 
tiplication par i 2 = -1 conduit bien du vecteur au vecteur 
qui lui est oppose. Ce qui donne son plein sens a la celebre 
egalite/ 2 = -1. 

Mais une autre merveille attendait le Decouvreur. Puisque, par 
exemple, Tequation x 2 = -4 a deux solutions complexes, x = 2/ 
et x = - 2/, ne peut-on pas ainsi resoudre toutes les equations du 



second degre ? 

Eh bien si ! Et c'est beaucoup moins ardu qu'on pourrait le croire. 
Une equation du second degre est du type ax 2 + bx + c = 0 et se 
resout par la methode traditionnelle. Si A > 0 ou A = 0, il n'y a rien 
de change, on utilise les bonnes vieilles formules (voir page 7). 

Et si A < 0 ? Alors, grace a notre Z 2 venu d'ailleurs... le Decouvreur 
osera-t-il ? 

II ose et peut alors 6crire : 

A= ( - A )/ 2 ou A= (/V^A) 2 . 

Done il existe deux nombres dont le carre est egal a A. Ce sont : 

ittet-itt, 

puisqu'avec A < 0, on a - A > 0. 

On peut des lors extraire la racine carree de - A et les formules 
habituelles donnent alors deux solutions qui sont : 


1 2o 2 


-b + /V^A 
2a 


C'est ainsi que le Decouvreur a annexe un nouveau monde a 
Tempire des mathematiques. II ne vous en dira pas plus sur les 
nombres complexes. Mais sachez une chose : ce qui £ I'origine 
n'etait qu'une fantaisie mathematique a trouve une foultitude 
d'applications. Notamment en physique ou tout ce qui vibre a 
besoin des complexes : electricite, ondes radio et tele, physique 
des particules, vibrations acoustiques, etc. Le Decouvreur en reste 
bouche bee : la realite est racontee au moyen de Timaginaire ! ■ 
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CONNAISSEZ- 
VOUS LA FAMILLE 
DES CONIQUES? 

Ellipses, para boles, hyperboles ou cols de montagne, 
toutes ces formes qui emplissent la nature sont filles 
du second degre. On les scrutait deja il y a trois mille ans ! 

Et les ingenieurs les adorent. 

Promenade dans une galerie d'art geometrique. 


JEAN-PIERRE BOUDINE 
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O n leur a donne toutes sortes de noms. Les 
algebristes modernes les appellent « courbes 
de degr£ deux ». Jamais £ court d'id^es, 

Rene Descartes (le philosophe du « je 
pense done je suis ») les a associees vers 1650 a 
une Equation en x et y ; et il les a inscrites dans 
un cadre de coordonnees qui portent son patro- 
nyme ( voir encadre page 89). Mais le vieux nom 
de ces courbes-la remonte a 400 ans avant J.-C. 

Des math£maticiens grecs bien oubltes comme 
Menechme, Hippocrate de Chios et surtout 
Apollonius de Perge s'adressaient a elles avec 
respect en les appelant : « coniques ». Comment 
les connaissaient-ils ? 

En se branchant sur Tart des architectes. Les 
constructeurs de temples, pyramides, basiliques et 
autres mausolees etaient des virtuoses de la regie 
et du compas. Ils tachaient de tout faire avec et les 
math^maticiens les ont imit£s. Par exemple, comment 
construire « a la regie et au compas » une mediatrice, une 
bissectrice, un hexagone, un pentagone regulier... De meme, 
comment bStir un nombre <p tel qu'en lui retirant 1, on obtienne 
son inverse : dest le fameux nombre d'or 
(voir probleme n° 6, page 43). Ou encore, 
construire le cote d'un carr£ dont la surface 
sera le double de celle d'un carre donne. 

Tous ces problemes bien connus peuvent 
etre resolus a la regie et au compas. Mais 
d'autres, avec ces seuls instruments, sont 
carrement insolubles. C'est le cas de la du- 
plication du cube (voir encadri page 88), 
vieux serpent de mer des maths. Ne par- 
venant pas a trouver la solution « a la regie 
et au compas », les anciens Grecs, en par- 
ticular Menechme et Hippocrate de Chios, 
se sont tournes vers d'autres moyens. C'est 
ainsi qu'ils ont rencontre des courbes telles 
que I'hyperbole, la parabole ou I'ellipse. 

Ils connaissaient ce que nous appelons les 
« definitions metriques » de ces courbes, 
qui sont, en gros, leurs definitions g£om6- 
triques. Et vous, les connaissez-vous ? 


LE CERCLE 


> Cercle, ellipse, hyper- 
bole... une grande famille < 

Le plus simple d'abord. Prenez un point O 
et un nombre positif r. L'ensemble des 
points M du plan dont la distance h 0 vaut 
r, c'est le cercle de centre 0 et de rayon r 
(voir figure 1). 

Donnez-vous maintenant deux points P et 
Q et un nombre K plus grand que la dis- 
tance PQ. L'ensemble des points M du plan 
dont la somme des distances d P et Q (soit 
MP + MQ) vaut K est une ellipse dont P 
et Q sont les foyers (voir figure 2). Faites 
fusionner les deux foyers, et votre ellipse 
redevient cercle. 

Gardez les deux points P et Q mais cherchez 
les points du plan dont la difference (et non 
la somme) des distances «i P et Q vaut K : 
vous obtenez une hyperbole (voir figure 3). 


L' ELLIPSE 
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Considerez enfin un point F et 
une droite (d) et cherchez I'en- 
semble des points M du plan qui 
sont a egale distance de F et (d) : 
c'est une parabole ( voir figure 4, 
ainsi que I'article page 47). 

Mais tout cela ne nous dit pas 
pourquoi ce nom : CONIQUES ? 

La plus belle decouverte dans 
cette histoire est attribute au 
celebre Apollonius de Perge 
(vers 270 av. J.-C.). A partir d'un 
plan et d'un cdne, il r^ussit a 
demontrer que cercle, ellipse, 
parabole et hyperbole sont les 
rejetons d'une meme famille. 

Entendons-nous d'abord sur le 
vocabulaire. Pour avoir un cone, 
il faut un point S, son sommet 
( voir figure 5). Ensuite une di- 
rectrice : ici, ce sera un cercle. Pour que le cone puisse etre dit 
« droit », il faut que S soit un point de la perpendiculaire au plan 
du cercle, passant par son centre 0 : cette droite est I'axe du 




cone. Autrement dit, si vous projetez orthogonalement 
S sur le plan du cercle, vous tombez pile sur son centre. 
Maintenant joignez S a un point quelconque du cercle 
et prolongez : cette droite est une g6n6ratrice du cone. 
Le cone est precisement I'ensemble des points de res- 
pace qui appartiennent a ces generatrices. 

Maintenant, examinons les differentes fa^ons de 
« trancher » un cone avec un plan. 

Figure 6: vous coupez le cdne avec un plan qui 
rencontre toutes les generatrices. L'intersection est 
une ellipse. Dans le cas ou le plan est perpendiculaire 
ei I'axe du cone, c'est meme un cercle. 

Figure 7: le plan est parallele a une generatrice. 
C'est comme si I'ellipse s'etait indefiniment allongee, 
jusqu'd se « casser » : on a une parabole. 

Figure 8 : inclinez encore le plan, il rencontrera les 
deux nappes du cone (= les deux parties opposees par 
le sommet) et I'intersection sera une hyperbole. Sur la 
figure, le plan est parallele a I'axe du cone. 

Les coniques sont une famille de courbes planes, mais on peut les 
enrichir tant et si bien qu'elles se mettent h vivre dans I'espace, 
en 3 D, prenant alors le nom de « quadriques ». Lesquelles sont 
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LA SPHERE L'ELLIPSOlDE LE PARABOLOlDE 



»> 


tout simplement des courbes du second degre en x, y... et z. 
Comment les creer ? Par revolution, d'abord. Comme le 
potier qui fait tourner un plateau en utilisant sa main pour 
creer des formes, faites tourner un cercle autour de son 
diametre : vous avez une sphere (voir figure 9). Faites tour- 
ner une ellipse autour de son grand axe, vous fabriquez 
un ellipsoide, forme approchee d'un ballon de rugby ( voir 
figure 10). Faites tourner une parabole autour de son axe, 


LA PARABOLOlDE HYPERBOLIQUE 





DUPLICATION DU CUBE 


Passer du carre au cube, c'est passer de la surface au volume. 
Doubler un carr£, c'est construire un carre de surface double. 
Doubler un cube, c'est construire un cube de volume double. 
La duplication du carre ne consiste pas a construire un 
carre de cote double. Celui-ci aurait en effet une surface 
multiple par quatre. La solution « a la regie et au 
compas » est pourtant chose simple [voir figure ci-dessous). 
La duplication du cube ne se fait pas non plus en doublant 
le cot6, ce qui multiplierait le volume par huit (voir figure 
ci-contre). L'dtroite parents entre carr6 et cube fait qu'on a 
longtemps cherch£ une solution g£omdtrique « du meme 

genre » pour doubler 
le cube... sans succ&s 
pendant plus de vingt 
si&cles. 

Avec la quadrature du 
cercle et la trisection de 
I'angle, la duplication 
du cube fait partie des 
problemes de g£om£- 
trie, celebres depuis 
Hippocrate de Chios au 
v* siecle avant J.-C. f et 


Carre double 



« L'uniti de compte » est le triangle 


impossibles a resoudre avec la regie et le compas. Ce qui n'a 
ete demontre qu'au xix e siecle. 



Un cube dont on a doubli le cdt6 devient 8 fois plus volumlneux 


/ 
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et voila un paraboloide ; d'ou Ton a 
tir6 les antennes dites paraboliques, 
les miroirs des telescopes ou encore 
les cavites metallisees des phares de 
voitures (voir figure 11). 

Au fond, tout ceci consiste a marier 
la parabole et le cercle. II existe un 
melange plus excitant : celui de la pa- 
rabole et de I'hyperbole, le parabo- 
loide hyperbolique ! On dirait une selle 
de cheval, mais illimitee. La zone que 
montre la figure 12 ci-contre se ren- 
contre en... montagne : c'est simplement 
un col. ■ 


Yaphc ma ^ 


G>U£S 


6ocT pApRrKA ! 


CONIQUES ET SECOND DEGR&, MEME COMBAT 


Une expression algebrique de degre deux en la variable x, soit : 

f(x) = ax 2 + bx + c, 

peut, dans un systeme d'axes appropries, vous permettre de 
tracer une parabole. Dans ce cas, vous deciderez que x est I'abs- 
cisse et l'ordonn6e y du point d'abscisse x sera : 
y = f(x) = ax 2 + bx + c. 

On peut £crire cette Equation : 

ax 2 -y + bx + c = 0, 

et la consid£rer comme une Equation en deux variables, x et y. 
On dira alors qu'elle est de degre 2, car 2 est le degr6 du mo- 
n6me... de degr£ le plus £lev£ (et c'est ax 7 ). 

Mais, par exemple, x + y 2 + y + l = 0 (mondme de degre le plus 
eleve : y 2 ) s era aussi une Equation (en x et y) du second degr£. 
Et xy + x-1 = 0 aussi, car le mondme xy est de degre 1 en 
x et 1 en y, done 2 au total. 

Toutes ces possibility, et quelques autres, sont des cas parti- 
culars de I'equation de degre deux la plus generale : 
ax 2 + by 2 + cxy + dx + ey + f = 0. 

Pour certains choix des lettres (on dit « coefficients »] a, b, 
c , d, e, /, vous obtenez d'autres courbes connues (voir figures 
ci-contre]. 

Par exemple : 

x 2 + y 2 -4 = 0 est un cercle ; 
y 2 -x + 6 = 0 est une autre parabole ; 
x 2 + 3y 2 -3 = 0 est une ellipse ; 
xy-3 = 0 est une hyperbole. 

Toutes les courbes que Ton peut obtenir de cette manifcre sont 
appelees « courbes de degr£ deux ». La famille des coniques 
au sens (gdom^trique) d'Apollonius de Perge et la famille 
moderne (alg6brique] des « courbes de degre deux » sont une 
seule et meme chose. 




c*=d=e = Q 
2JC 2 +y = 1 
Une ellipse 



Un cercle 





a- -b~ -/“I 

c=d=e = 0 

Encore une hyperbole 



0 x 


-a-e- 1 
b=c=d=f = 0 
y-x 2 

Une parabole 


/ 
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Vous avez bien creuse, buche, phosphore ? Serieusement ? 
Alors - et seulement alors - vous avez le droit de lire ce qui suit. 


MICHEL DENGREVILLE et ROGER CUCULIERE 


LES PAS DURS 


Mise en jambes 

Avez-vous remarque que Tenonce ne precise pas 
dans quel ensemble de nombres on cherche des 
solutions ? 

• 1) Premiere equation 

On calcule son discriminant r^duit (voir article 
page 53) : 

A’ = 4 + 3 = 7. 

Done cette Equation admet deux solutions 
reelles : 


-2 


V7 . . -2 + V7 

l — et x = — - — . 


• 2) Deuxieme Equation 

On calcule son discriminant : 

A= ( - 1) 2 -4 x 2 x 7 = -55. 

Ce discriminant est negatif done cette equation 
n'a pas de racines reelles. Ce qui n'empeche pas 
de se demander si elle a des racines complexes 
(voir article page 79), et de trouver : 

A=(- 1)55 = i 2 55 = (/V55) 2 


d'ou : 


X - 


1-/V55 


etx 


1 + /V55 


• 3) Troisieme Equation 

Elle a la forme d'un carre parfait et peut s'ecrire : 
(2x-3) 2 = 0. 

Elle poss&de done une racine double 6vidente : 
x ' = x" = 

Nombres dont on connait la somme 5 et le pro- 
duit P : 

On sait que ces deux nombres, s'ils existent, sont 
solutions de I'equation (voir article page 53) : 
X 2 -SX+P = 0. 

• 4) S = 19 et P = 78, d'ou I'equation : 

X 2 - 19X + 78 = 0. 

On calcule son discriminant : 

A=( - 19) 2 -4x 1x78 = 49 = 7 2 . 

19 ±7 

Les solutions sont , soit 13 et 6. 
Effectivement : 13 + 6 = 19 et 13 x 6 = 78. 

• 5) S = 12 et P = 205, d'ou I'equation : 

X 2 - 12X + 205 = 0. 

On calcule son discriminant reduit : 

A' = 6 2 - 205 = -169. 

Done cette Equation n'a pas de solutions reelles 
ce qui signifie qu'il n'existe pas de nombres rSels 


dont la somme est 12 et le produit 205. Ce qui 
n'interdit pas de chercher s'il existe des solutions 
complexes (voir article page 79). 

A = (-1)13* = / J 13 2 , soitlfi 7 = 13/; 
d'ou : 

x' = 6-13/ et x' = 6 + 13/. 

line maison de magon 

Posons x + y = P (on raisonne sur le demi-peri- 
m£tre). 

Nous savons que xy = 100. 

Si x et y existent, ils sont solution de liquation 
X 2 -PX + 100 = 0. 

Le discriminant de cette Equation est A = P 2 - 400, 
or nous savons que pour posseder des solutions 
reelles, il est necessaire d'avoir A£0, done 
P 2 2 400. La plus petite valeur possible de P est 
atteinte lorsque P 2 = 400. 

Mais alors A = 0, I'equation admet une racine 
double ce qui signifie que x = y = 10. 

Cest un carri. Ce rtsultat est general : de tous 
les rectangles ayant une surface donnee, celui 
qui a le plus petit perim£tre est le carri ; de tous 
les rectangles ayant un p6rim$tre donne, celui 
qui a la plus grande surface est encore le carri. 


Aux abris, voila m ! 

Les racines existent pour A 2 0, e'est-a-dire pour m £ 2 ou m 2 10. 
Pour m = 2, racine double 1. Pour m = 10, racine double 5. 

• 1) Le discriminant est : 


A=m 2 -4(3m-5) = m 2 - 12m + 20. 

• 2) Pour m 5 2 ou m 2 10, on a : 

On doit done etudier le signe de ce trinome en m. 

A> 0 et S = x'+x' = -- = m 

Le discriminant reduit du discriminant (voir article page 53) est : 

soit m = S et P = x'x" = ^ = 3m -5. 

6 = 36-20 = 16 = 4 2 , 

Alors P = 3S - 5. 

et ses racines sont donn^es par m = 6 ±4, soit: 

Done P + 5 = 3S. 

m = 2etm" = 10. 

Soit x'x +5 = 3(x'+x"). 
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D'ou v = — * 19 , soit v' = 10 ou v“ = 0,5. 

4 

La solution / = 0,5 est inacceptable puisque le 
bateau ne pourrait pas remonter le courant. 

Conclusion : la vitesse du bateau est de 10 km/h. 

La qualite, ga se paie 

Designons parx le nombre de pieces achetees et 
p le prix d'une piece. 

On peut krire : 

432 = xp et 432 = (x-2)(p + 3). 

Ce qui donne : 

(x-2)(p + 3) = xp; 
en developpant : 

xp-2p + 3x-6 = xp; 
et en simplifiant : 

Jk 3x - 2p - 6 = 0. 

f 


^ 432 

Or, p = — , on trouve : 


Le bateau ivre 

Soit v la vitesse propre du bateau en km/h. 
A la descente, la vitesse du bateau est 
v+ 2,5 et a la remontee v- 2,5. L'enonce nous dit 
que le voyage dure 4 heures ; done il nous faut 
raisonner sur la duree. 

d u „ d 
De v = - , on tire t = - . 

Le temps mis pour descendre la riviere est : 

t = -^- 

1 v + 2,5 ' 

celui pour la remonter est : 

t - -a-. 

2 v- 2,5 


D'ou I'equation : 

t + 1 = 4 = 


30 12 

v + 2,5 + v- 2,5’ 


4(v + 2,5)(v- 2,5) = 30(v-2,5) + 12(v+2,5) 
4(v 2 - 2,5 2 ) = 42v - 45 

enfin : 

4 v 2 - 42v + 20 = 0. 

On trouve : 

A' = 441-80 = 361 = 19 2 . 


3*-^-6 = 0; 
qui donne en multipliant parx : 

3 x 2 - 6x - 864 = 0. 

Et enfin : 

x 2 - 2x - 288 = 0, 
dontA' = 1 + 288 = 289 = 17 2 . 

Ce qui conduit aux solutions x ' = 18 et x ’ = - 16. 

La solution acceptable est 18. 

Conclusion : le nombre de pikes achetees est 
de 18 ; le prix d'une piece est de 24 euros, car : 


^=24. 

18 


Le nombre d'or 



„ _ X 
<P = V 


x y 

La relation de definition est - = - — - , que I'on 
peut Gcrire : ' (x ' yl 


y ~ *-i* 
y 1 

D'ou (p = et (p 2 - (p = 1. 

Done (p est la solution positive (rapport de deux 
longueurs) de I'equation (p 2 -(p-l = 0. 

A * A C » . 1+V5 

A= 1 + 4 = 5, d ou q> = — ^ — • 

D'autre part ip est la seule solution positive de 
I'equation : 

ip 7 -ip - 1 = 0, 

d'ou :<p 2 = q> + 1. 

En divisant cette demiere relation par <p , on obtient : 
<p = i + t ;. 


Racine sensible 

Nousposonsy = x 2 -3x. 

Alors y sera solution de liquation : 


y + 5Vy + 76~= 260. 

Isolons le radical afin de I'eliminer par une 
Ovation au carr6 : 


S)lyTW= 260 -y 
25(y + 76) = 67 600 - 520y + y 2 
y 2 - 545y + 65 700 = 0. 

Le calcul de A donne : 

A= 34225 = 185 2 ; 

d'ou : 

545 ± 185 

D'ou y = 180 ou y = 365. 

Si I'on remplace y par 180 dans y + 5)/y + 76, 
on obtient 260. Done cette solution convient. 

En revanche, si I'on remplace y par 365 dans 
y + 5 Vy + 76, on obtient 470. Done cette solution 
ne convient pas (e'est une solution parasite intro- 
duce par I'elevation au carre). 
llsuffitmaintenantder6soudrex 2 -3x = 180. 
x 2 - 3x - 180 = 0. 

On trouve A = 729 = 27 2 , d'ou les solutions : 
x'= 15 etx"=-12. 

Conclusion : les solutions de cette equation sont 
15 et - 12. 


»> 
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Marketing 

Designons par n la variation du prix en euros ; le nouveau prix est mainte- 
nant de (50 + n) euros (sMI s'agit d'une diminution de prix, n sera n^gatif). 
Le nombre d'abonnes a done varie de n x 100 ; il est maintenant de : 

10 000 - n x 100 

(si n est negatif, il s'agira d'une augmentation). 

Le revenu mensuel R est obtenu en multipliant le nombre d'abonnes par 
le prix : 

R = (10 000 - n x 100) x (50 + n) 

En d£veloppant les calculs, on obtient : 

R = - 100 n 2 + 5 000 n + 500 000 

II faut maintenant rechercher le maximum de ce trinAme du second degrA. 


Le coefficient du terme de plus haut degre est - 100 done negatif ce qui 
nous assure de la presence d'un maximum situe en : 

-5 000 9[; 

2 a " 2 ( - 100 ) " 

^augmentation sera fix£e £ n = 25 euros, soit un prix de vente de 
50 + 25 = 75 euros. 

Le revenu esp£r£ sera alors de : 

R = - 100 x(25) 2 + 5 000x25 + 500 000 = 562 500 euros. 

On peut aussi obtenir R en remarquant que le nombre d'abonnAs est 
10 000 - 100 x 25, soit 7 500, d'ou : 

R = 7500x75 = 562 500 euros. 


Revoila m ! 

o Question 1 

Assurons d'abord I'existence de racines distinctes 
en determinant m pour que le discriminant soit 
strictement positif : 

A = (m + 3) 2 - 4m(2m + 1) 

= m 2 + 6m + 9-8m 2 -4m 
A=-7m 2 + 2m + 9 
dont les racines £videntes sont 


9 . 

avec m = x 


1 

3 


etx '"-i' car (-i)-(-i) 


2 . 


• Question 2 

La premiere idee est de faire x = 5 dans I'equa- 
tion. Dans ce genre de question, il est plus 
astucieux d'utiliser les relations entre coefficients 
et les racines : 

le produit donne 5xx" = ^ = 



< . . - 9 

m = -letm = - 

9 

Pour avoir A >0, il faut done- 1 < m < 

Puisque desormais x 1 et x" existent, calculons leur 
difference en posant x' > x " : 

- -b-t-VA -b-V A 2 Va Va 

r ‘ X = 2a ’ 2a 2a ~ ° * 

Va 

x-x“ = 2 impliquedonc — = 2, d'ou: 

VA -2m et A=4m 2 . 

Soit -7 m 2 + 2m + 9 = 4 m 2 , soit enfin 

11m 2 -2m -9 = 0 ; dont les racines evidentes 

sont: 

m = letm' = , 

qui conviennent toutes les deux car contenues 
dans ]-l; y[- 

On verifie que : 

avec m = 1, x'= 3 et x^= 1 (3 — 1 = 2); 


la somme donne 


5+x" = 


b 

a 


m-t-3 
m • 


Par suite : 

- 2m + 1 m + 3 _ 

x = i = — —-5 

5m m 

2m + 1 _ m + 3 - 5m 
5m m 

2m + 1 = -20m + 15 


m 


14 

22 


_7_ 

11 * 


Alors : 


2x 


5 



25 5 

35 " 7 * 


En posant AB = x et AD = y, il vient : 

2x + 2y = 40, soitx + y = 20. 

Designons par I le milieu de AB. Le triangle AOI 
est rectangle en I. Done, AO 2 = Al 2 + lO 2 , 

soit: 10 2 = +(y-10) 2 

Or, on sait que y = 20 -x, done : 

i° 2 = (~j 2 + (20 - x - 10) 2 

102 = (|) J + (10-x) 2 

100 = 4 + 100-2QX + X 2 

4 


DU PLUS RAIDE 



Algebre et g6om6trie 


Designons par O le centre du cerde de rayon 10 
passant par A, B et tangent en E au cot6 DC. 


x 2 - 16x = 0, soit xix - 16) = 0. 

On obtient x = 0 qui est & rejeter puisque cette 
solution correspond a un rectangle aplati, et 
x - 16 doncy = 4. 

Conclusion : les cotes du rectangle mesurent 
16 cm et 4 cm. 
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Deux spheres en une 

v = m = 7200° = 900Q cm 3 


Cnit R Ip ravnn 

On ecrit done : f /r((R + 6) 3 - R 3 ) = 9 000. 


juil i\ ic i ayui 1 

Hp Is cnhprp 


/ f R /\ \ 

Uv i a ici c 

interieure. Son 

Calculons avec ardeur : 

> volume est: 

R 3 + 3 R 2 x 6 + 3R x 6 2 + 216 - R 3 = 

if / V 

V ! = i BR * 

soit, 18 R 2 + 108R + 216 = 2148,591732. 71 


Le volume 

En divisant par 18 : R 2 + 6R - 107,3662073 = 0 


de la sphere 
exterieure est 

dont A' = 9 + 107,366... = 116,366... 
= 10,78731697 2 . 


V, = *;r(R + 6) 3 . 

Ce qui conduit a R = - 3 ± 10,7873... 

Le volume de metal est done : 

et comme il faut bien que R > 0, 

A 


finalement R = -3 + 10,7873... 

v = V 2 -V J = |M(R + 6) 3 -R 3 ). 

Conclusion : le rayon de la sphere interieure est 

La masse volumique donne un autre moyen de 

7,787316966 ; celui de la sphere exterieure est 

calculer ce m£me volume de m6tal : 

13,787316966. Tout ?a en cm, bien sur. 


o Les parents boivent, 
les enfants comptent 


x 1 2 + (x + 15)(x + 10) + (x + 5)lx + 20) = 156450 
3 x 2 + 50x + 250 = 156450 
3x 2 + 50x-156200 = 0. 


11 788 euros eteint la dette. Done : 

C(x + 0,01) + C = 11 788. 

Remplagons C par sa valeur : 

(9 925 + 30 000x1 x (x + 0,01) + (9 925 + 30 OOOx) 

= 11788. 

On d£veloppe : 

30 000 x 2 + 40 225x- 1763,75 = 0avecx>0. 

Le calcul de delta donne : 

A= 1829 700 625 = 42 775 2 . 

D'ou les solutions x = 0,0425 et x = - 1,38333... 

La premiere solution est bien sur la seule accep- 
table, un taux d'int£r§t n^gatif n'est pas conce- 
vable. 


Conclusion : le taux d'intgret de la premiere 
annee est de 4,25 %, celui de la deuxteme annee 
est de 5,25%. 


© 


On demande triangle 
d'urgence 


Soit x la contenance de la premiere piece en 
litres. 

La seconde piece contiendra x + 15 litres et la troi- 
sieme contiendra x + 5 litres. Le prix du litre de la 
premiere piece est, de par fenonce : 

1 x 

xx- = -centimes. 

Celui de la deuxieme piece est ^ + 5 centimes. 
Celui de la troisieme piece est ^ + 10 centimes. 
Le prix est done : x(^) pour la l re piece ; 

(x+ 15) + 5) pour la 2 e piece ; 

(x + 5)(^ + 10) pour la 3* piece. 

D'ou : 

x(*) + (x + 15)(* + 5) + (x + 5) + 10) = 78 225. 
(Attention : 78225 centimes.) 

Soit: 

^[x 2 + (x + 15)(x + 10) + (x + 5)(x + 20)] = 78225 


D'ou x = - 236,667 ou x = 220. 

Une contenance negative etant Impossible, la 
solution est : 

la 1" piece contient 220 litres ; 
la 2* piece contient 235 litres ; 
la 3” piece contient 225 litres. 

o Pauvres et riches 

Designons par x le taux d'interet de la premiere 
annee. 

A la fin de la premiere annee la dette de 
M. Fauche est composee comme suit : 
inttrit + capital 
30 OOOx + 30 000 

M. Fauche rembourse 20 075 euros. Done le capi- 
tal restant du est : 

30 OOOx + 30 000 -20 075 = 9 925 + 30 OOOx = C. 
A la fin de la deuxieme annee, la dette de 
M. Fauche est composee comme suit : 
inte ret + capital 
C(x + 0,01) + C 

(car le taux d'interet est celui de I'annee prece- 
dente majors de 1 % = 0,01). Or, la somme de 


Designons par A, B, C les sommets du triangle. 
Posons AB = x et AC = y qui sont les longueurs des 
cotes de Tangle droit. Appelons z la longueur de 
l'hypot6nuse. 

On peut ecrire : 

x + y + z = 156etx 2 + y 2 = z 2 . 

La surface du cone engendre par la rotation de BC 
autour de AC est nxz. Celle du cone engendre par 
la rotation de BC autour de AB est nyz. 
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[you 7i xz + Ttyz = 5 915 ti ; apr&s simplification par 
7i, on obtient xz + yz = 5 915, soit (x + y)z = 5 915. 
II suffit de poser t = x + y pour obtenir 
z + 1 = 156 et zt = 5 915. 

Ces deux nombres z et t, s'ils existent, sont des 
solutions de liquation : 

X 2 - 156X + 5 915 = 0. 

[youX = 91 ou X = 65. 

Comme on doit avoir z < x + y, on choisit necessai- 
rementz = 65 ett = x + y = 91. 

II reste a trouver x et y dont on connart la somme 
x + y = 91. 

Cherchons a ^valuer le produitxy. 

On sait que (x + y) 2 = x 2 + y 2 + 2xy, d'ou : 

(x + y) 2 -(x J + y 2 ) 91 2 -65 2 

xy = = — - — = 2028. 

Nous sommes de nouveau ramenes a trouver 
deux nombres dont on connaTt la somme 91 et 
le produit 2 028. Ces deux nombres x et y, s'ils 
existent, sont des solutions de I'equation 
X 2 - 91X + 2 028 = 0. D'ou X = 52 ou X = 39. 
Conclusion : les cotes de ce triangle ont pour 
longueur 39, 52 et 65. 


o Jouons avec les entiers CO 

• 1) Commencons par ^valuer : 

P(x+1)-P(x) = a(x+l) 2 +b(x+l)-ax 2 -bx 
= crtx 2 +2x+l)+hx+b-ox 2 -hx 
= ox 2 + 2flx+o+hx+b-ox 2 -bx 
= 2 ax+o+b 

Or, on veut que P(x + 1) - P(x) = x, c'est-d-dire que 
2ox + a + b = x pour toute valeur de x. Pour cela il 
faut avoir s6par£ment 2a = 1 et a + b = 0. 

D'ou on tire facilement a - 7 et b = -7. 

1,1 2 2 

AinsiP(x) = ~x- ~x. 


• 2) II suffit maintenant de remarquer que : 

1 = P(2) - P(l) 

+ 

2 = P(3) - P(2) 

+ 

3 = P(4) - P(3) 

+ 

+ 

+ 

+ 

n - 1 = P(n) - P(n - 1) 

+ 

n = P(n + 1) - P(t?) 

En additionnant membre a membre toutes ces 
6galit6s, on obtient : 

1 + 2 + 3 + ... + (n - 1) + /7 = P(/7 + 1) - P(l). 

Or, d'apr^s le r^sultat prudent : 

Pin + 1) - P(l) = [^ln + l) 2 -^(n + l)]-[^xl 2 -^xl] 

= |(n 2 + 2n + l-n-l) 

n 2 + n 
2 

n(n + 1) 

2 * 

D'ou : 

1 + 2 + 3 + ...+(n -l) + n = 


n(n ♦ 1) 


O Champions de Grenoble 

Soit x le nombre de joueurs. 

Calculons le nombre de parties : 

• Le premier joueur rencontre x - 1 joueurs. 

• Le deuxifcme joueur rencontre x - 2 joueurs 
puisqu'il a deja rencontre le premier joueur. 

• Le troisi&me joueur rencontre x - 3 joueurs 
puisqu'il a deja rencontre le premier et le 
deuxieme joueur. 

Et ainsi de suite jusqu'& I'avant-dernier joueur 
auquel il ne restera que le dernier joueur a 
rencontrer. 

D'apres le resultat de I'exercice precedent, le 
nombre de parties est done : 


(x- 1) + lx- 2) + (x - 3) + ... +1 = 


xlx-1) 
2 * 


Le nombre de parties est aussi de ^ 


si J designe le nombre de cartons jaunes, R le 
nombre de cartons rouges, V le nombre de 
cartons verts. 

Done: 


x(x - 1) _ l R + V _ 752 752 + 752 

2 - 2 + 2 = 2 + 2 = 1128- 


Soit: x(x-l) = 2x1128 = 2256. 

D'ou: x*-x-2256 = 0, 

dont: A= 1 + 9024 = 9025 = 95 2 . 

Ce qui conduit ^ x'= 48 ou x"= - 47. 

Bien sur le nombre de joueurs est egal a 48. 


o 


La terre en deux pics 



Plagons les points comme indiqu6 sur la figure et 
prenons comme unite le km. On sait que : 

SA = 2 ; S'B = 1,2 ; SS' = 36. 

Posons x = rayon de la terre (supposee spherique), 
done : 

x = OH = OA = OB et SH = y. 

Dans le triangle rectangle SOH, Pythagore nous 
affirme que : 

x 2 + y 2 = (x + 2) 2 . 

Dans le triangle rectangle S'OH, ce meme 
Pythagore nous affirme que : 

(y- 36) 2 +x 2 = (x + 1,2) 2 . 

II suffit d'^liminer y entre ces deux Equations 
pour en obtenir une ou I'inconnue sera x, que Ton 
cherche. 

De la premiere on tire : 

y 2 = (x + 2) 2 -x 2 = 4x + 4. 

De la seconde on tire : 

(y-36) 2 = (x + 1,2) 2 - x 2 
y 2 - 72y + 1 296 = 2,4x+l,44 
or, y 2 = 4x + 4 

done : 4x + 4 - 72y + 1 296 = 2,4x + 1,44 - 72y 
= -l,6x- 1298,56. 
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l,6x + 1298,56 

y 72 

Nous remplagons dans I' expression y 2 = 4x + 4: 

/l,6x + 1 298,56\ 2 
( 72 ) = 4X + 4 

2,56 x 2 + 4 155,392x + 1 686 258,074 = 20 736x + 20 736 
enfin : 

x 2 - 6 476, 8x+ 650 594,5602 = 0. 

Le calcul de A' donne : 

A' = 9 836 640 = 3 136,341818 2 . 

Alors les solutions sont : 

x' =6 374,74 etx"= 102,058. 

Mais pour que I'une de ces valeurs soit accep- 
table, il faut que la valeur correspondante de y 
soit sup£rieure b 36. 

II faut done qi/en rempla^ant x par sa valeur dans 
y 2 = 4x+4onobtienneunnombresup6rieurd36 2 . 
C'est le cas avec x' mais pas avec x". 

Conclusion : le rayon de la terre mesure 
6374,74 km. 



Jouons avec les entiers (2) 


Pour plus de simplicity dans les calculs, designons 
parx - 1 le plus petit de ces quatre entiers conse- 
cutifs. 

Le produit de nos quatre entiers consycutrfs, aug- 


mente de 1 , sera (x- l)x (x + 1 ) (x + 2 ) + 1 , et nous 
allons chercher a prouver que ce polynome est le 
carre d'un polynome, lequel sera necessairement 
du second degry. 

Effectuons : 

(x-l)x(x+l)(x + 2 ) + l = x 4 + 2 x 3 -x 2 - 2 x + l. 
Si ce polynome est le carre d'un polynome, ce- 
lui-ci sera du second degre, et plus precisement 
de la forme : 

x 2 + mx + lou x 2 + mx-l, 
a cause des coefficients extremes 1 et 1 . 

On a : 

(x 2 + mx + l ) 2 = x 4 + 2 mx 3 + (m 2 + 2 )x 2 + 2 mx + l, 
qui ne peut convenir, puisque les coefficients de 
x 3 et de x sont les memes, alors qu'ils devraient 
etre opposys. 

II ne reste done que la possibility : 

(x 2 + mx-l ) 2 = x 4 + 2 mx 3 + (m 2 - 2 )x 2 ’ 2 mx+l, 
qui donne le polynome voulu pour m = 1 . 

II est ainsi prouve que : 

(x-l)x(x + l)(x + 2 ) + l = (x 2 +x-l) 2 , 
egalite de deux polyndmes, valable pour tout x 
reel et a fortiori pour tout x entier. 

Pour tout x entier, le nombre x 2 + x-l est un 
nombre entier, et la propriety demandee est 
dymontrye. 


PUR, PUR 



Max la bricole 


On cherche les longueurs OA = x et OB = y. 

Quand la tablette est rabattue ( voir figure 1), le 
triangle OAB est rectangle en O, ce qui se traduit 
par le theoreme de Pythagore OA 2 + OB 2 = AB 2 , 
soit x 2 + y 2 = (o + b) 2 . 

Quand la tablette est repine, on a 

AB = OA - OB = IA - IB (voir figure 3), ce qui se 

traduit par x-y-a- b. 

Un calcul classique d'identite remarquable four- 
nit regalite : 

(o-b) 2 = (x-y) 2 = x 2 + y 2 -2xy = (o + b) 2 -2xy, 
d'ou 2 xy = (a + b) 2 - (o - b) 2 = 4 ob, 

soit xy = lab. 

II s'ensuit que les nombres x et z = - y sont les 
solutions du systeme : 
rx+z = a-b 
ixz = -2 ab 


Ms sont done les racines de liquation : 
X 2 - (o - b)X - 2ob = 0. 

Ces racines sont : 

X = ^(o-b±V(o-b) 2 + 8ab), 




La racine positive est x, la negative est z = - y. 
On en conclut : 


x = ^(Vlo - b) 2 + 8 ab + (o - b )) 
y = ^(Vio - b) 2 + 8 ab - ( a - b)). 



»> 
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© Jouons avec les entiers (3) 

Supposons que la reponse soit « oui ». On a dans 
ce cas : 

3n 2 + 3n + 7 = m 3 , 

ou m est un entier. Quand on divlse un entier m 
par 3, on peut trouver trois restes possibles : 0, 1, 
2. Dans chacun de ces trois cas, on peut verifier que 
m 3 ad met le meme restfle que m dans la division 
par 3. Le reste dans la division par 3 de Sri 2 + 3n + 7 
est 1. Le reste de m 3 est done 1, et le reste de m est 
le meme, c'est L Cela signifie que Ton peut poser : 
m = 3q + 1 (avec q entier). 

II en resulte : 

3n 2 + 3n + 7 = (3q + l) 3 . 

En d§veloppant ce calcul et en simplifiant, on 
trouve : 

n 2 + n + 2 = 3(3q 3 + 3q 2 + q). 

Rentier n 2 + n + 2 doit done etre divisible par 3. 
Mais si nous conskterons les trois restes possibles 
de n par 3, nous pouvons verifier que : 

- si ce reste est 0, alors celui de n 2 + n + 2 est 2, 

- si ce reste est 1, alors celui de n 2 + n + 2 est 1, 

- si ce reste est 2, alors celui de n 2 + n + 2 est 2. 
Ce qui revient £ dire que le reste par 3 de 

n 2 + n + 2 ne peut jamais etre 0, e'est-a-dire que 
n 2 + n + 2 ne peut §tre divisible par 3. 

On aboutit a une impossibility, ce qui signifie que la 
reponse est « non » : si n est un entier, le nombre 
3 n 2 + 3n + 7 ne peut etre le cube d'un entier. 

e Jouons avec les entiers (4} 

Le probleme revient a ceci : quelles valeurs peut- 
on attribuer au reel z pour que le systeme 
x + y + z = 3, x 2 + y 2 + z 2 = 4 ait au moins une so- 
lution ? Nous allons done r&oudre ce systeme en 
considerant x et y comme les inconnues et z comme 
un param£tre. Ce systeme equivaut a : 
f y = 3-z-x, 
l x 2 + (3-z-x) 2 + z 2 = 4. 

Apres reduction, cette seconde equation s'£crit : 
2x 2 -2(3-z)x + 2z 2 -6z + 5 = 0. 

C'est une Equation du second degr£ a I'inconnue 
x, avec z pour parametre. 

Le discriminant r^duit de cette Equation est : 

A{z) = (3-z) 2 -4z 2 + 12z- 10 
A(z) = -3z 2 + 6z-l rj 
Les racines du trinome A'(z) sont 1 ± y "3 • 


On aura A'(z) > 0 si et seulement si : 

i-][§ < z < i+yf. 

Dans ce cas, et dans ce cas seulement, Tequa- 
tion : 

2 x 2 - 2(3 - z)x + 2 z 2 - 6z + 5 = 0, 
aura des solutions en x, et il existera par conse- 
quent x et y verifiant simultanement : 

x + y + z = 3,x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

La plus grande valeur possible de z est done : 

l + ^| ^ 1,8165, 

et la plus petite est : 

1-]H S 0,1835. 


Interpretation geometrique 

L'equation x 2 + y 2 +z 2 = 4 represente, dans un 

repere orthonormal Oxyz, une sphere de centre O 


etde rayon 2, et l'equation x+y+z = 3 represente 
un plan dans ce meme repere. Les triplets de reels 
(x, y, z) qui verifient simultanement ces deux equa- 
tions sont les coordonn^es des points cflntersec- 
tion de cette sphere et de ce plan. L'ensemble de 
ces points d'intersection est un cercle. Le probleme 
consistait a trouver les points de ce cerde qui ont 
la plus grande et la plus petite cote (coordonnee z). 


o 


La verite est dans le puits 

Soit le temps de chute de la pierre, et t 2 le 
temps que met le son £ remonter. On a + 1 2 = t 
ou t est donne, avec t > 0. Soit x la profondeur du 
puits. Si « je laisse tomber » la pierre, c'est que je 
ne lui imprime pas de vitesse initiale, d'ou : 


itf- 


Enfin, la remontee du son donne liquation x = Vt 2 . 
Tel est le systeme a resoudre, ou t, g, V sont des 
parametres donnes, et t 1# t v x sont les inconnues. 


© 


Jouons avec les entiers C5] 

L'equation proposee equivaut a : 

a 2 = (0 + /? + 1) 2 - (0 + 1) 2 + (0 + n + 2) 2 - (0 + 2) 2 + 
...+(o + 2n) 2 -(o + n) 2 . 


Calculons en utilisant : 

A 2 -B 2 = (A + B)(A-B). 

(2o + 2 + n)n + (2o + 4 + /7)n + ...+(2o + 2n + n)n = a 2 . 
Soit n (2on + n 2 + 2(1 + 2 + ...+n)) = o 2 


l + 2 + ...+n = jn(n + l) 


d'ou n(2on + n 2 + n(n + D) = o 2 et2on 2 + 2n 3 + n 2 = a 2 . 

Liquation proposee s'£crit done : 

a 2 -2n 2 a-(2n 3 + n 2 ) = 0 

ou rentier n est suppose donn£. C'est bien une equation du second degre d'inconnue 0. 
Son discriminant reduit est A' = n 4 + 2 n 3 + n 2 (strictement positif) et ses racines : 


a = n 2 ±Vn 4 + 2n 3 + n 2 . 

L'enonce demande une valeur positive, done seule convient : 

a = n 2 +)/n 4 + 2n 3 + n 2 = n 2 + n V/? 2 + 2n + 1 = n 2 + n(n + l) = 2n 2 + n. 

Conclusion : pour chaque entier n > 1, il existe un seul entier a > 1 qui satisfait a l'equation 
proposee, et cet entier est : 

a = 2 r? 2 + n. 

Pour n- 1, on trouve 0 = 3, et pour n = 2, on trouve 0 = 10, qui sont les valeurs correspondant aux 
deux exemples donnes dans l'enonce. 
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On precede par substitutions : , 

X .... X 1 /. X\ 

*» a V' v' * a I»(»-v)- 

Cette dernifcre Equation est du second degr6 et 
s'ecrit : 

x 2 -2V(t + ^)x + t 2 V 2 = 0. 

Elle se resout selon la methode classique, avec : 



peut factoriserx-y, ce qui permet de I'ecrire : 
(x-y)(2x+2y + 8) = 0, 
ou 2(x-y)(x + y + 4) = 0. 

D'ou deux cas : 

Premier cas : x - y = 0, soit y = x. Le systeme 
devient : 

| y = x 

l x = 2 x 2 + 7x + 2 

Cette equation du second degre s'ecrit 
x 2 + 3x + l = 0, elle a pour solutions : 

y _ -3±V5 

A 2 ; 


Les deux racines conviennent-elles ? Si Ton choisit 
le signe + devant la racine carree, on trouvera 
x > Vt, soit t 2 > t, et tj < 0. Cette solution ne 
convient pas. Le probleme n'a qu'une solution : 

X = v(f* 


)-¥ 


-+i 


soit: 


X 





^application numerique conduit a x s 109 m. 


Fonction de fonction 

II serait maladroit de developper le polynome 
flfixj) pourecrire l'equation polynomiale 
/( fix)) = x, qui serait du quatrieme degre, non 
bicarree. Bien sur, on dispose de methodes pour 
resoudre une telle equation, comme la methode 
de Ferrari, mais ce ne sont pas des methodes ele- 
mentaires, elles ne sont generalement plus ensei- 
gnees. Mieux vaut tirer partie des particularity 
de Tequation proposee. 

Posonsy = fix), d'oiifiy) = f\fix)) = x. 
L'equation proposee equivaut au systeme : 

I y = fw 
lx-/M 
Ce systeme s'ecrit : 

I y = 2 x 2 + 7x + 2 
lx = 2 y 2 + 7y + 2 

II Equivaut au systeme obtenu en soustrayant 
ces deux equations et en adjoignant a cette 
difference Tune des deux equations, au choix : 

| y-x = 2(x 2 -y 2 ) + 7(x-y) 
l y = 2 x 2 + 7x + 2 

Dans requation y-x = 2(x 2 - y 2 ) + 7(x - y), on 


et pour chacune cfelles, on a y = x. 

Seconcfcos:x + y + 4 = 0,soity=-x-4. 

Le systeme devient : 

j y = -x-4 
l-x-4 = 2x 2 + 7x + 2 
soit 2 x 2 + 8x + 6 = 0. 

Cette equation du second degre s'ecrit 
x 2 + 4x + 3 = 0, dont les solutions evidentes 
sont x = - 1 et x = - 3, et pour chacune d'elles, 
on ay = -x-4. 

Conclusion : requation proposee a quatre 
solutions : 


-3 + V5 -3 -V5 
2 / 2 ' _1 ' 


o 

Soit: 


Barres paralleles 


fa) 


ax + b 
x * 


L'equation qui correspond a une barre de fraction 
est :fix) = x, equivalente a : 

x 2 - ax -b = 0, 

qui est une equation du second degre, qui a deux 
racines distinctes puisque son discriminant est 
a 2 + 4 b, strictement positif par hypothese. 

Ces racines sont : 

x'= ^(o + Vo 2 + 4b) 
et 

x“= ^(o-Vo 2 + 4b). 

L'equation proposee : 



(avec n barres de fractions) n'est autre que : 


/(f(f(f(.«/iW...))) = xavecnfois«/». 


Sort f°f ° .» 7(x) = x, ou le symbole f°f° ... °f 
designe la fonction obtenue en composant n fois 
la fonction / avec elle-meme, fonction que fon 
peut noter aussi :/ n . II est dair que tout reel x 
verifiant/(x) =xverifie aussi fifix))-x, et ain- 
si de suite : les deux racines reelles distinctes 
x' et x" de l'equation fix) = x sont done solu- 
tions de l'equation proposee /"(x) = x. Mais 
celle-ci peut-elle avoir d'autres solutions ? 

La fonction / est une fonction homogra- 
phique, du type : 


Si vous composez deux fonctions homogra- 
phiques, qu'obtenez-vous ? 

Soient : 

, . . ox + b . . . ox + b* 

hW = — - et g(x) = . ; 

cx + d cx + cf 


alors, la composee g*h[x) s'exprime par : 


g°h[x) = g(h[x)) 


(a a + b c)x + (a b + b'd) 
(c a + d' c)x + ( c b + cfd) 


II apparaft que la composee de deux fonctions 
homographiques est homographique. II en est 
done de meme de la composee de n fonctions 
homographiques. 

Notre fonction/" = /*/’.. -Vest done homogra- 
phique : 0 x+i 

r = - — =, 

J cx + d 


et l'equation proposee se met sous la forme : 

o n x + b 

— — ~ = x 
cx + d 

A A 

soit c x 2 + Id - a \x - b =0. 

n l n nr n 

C'est une equation du second degre, qui a au 
plus deux solutions (ceci est toujours vrai car les 
trois coefficients ne peuvent etre nuls en meme 
temps). Comme nous savons deja qu'elle a les 
deux solutions distinctes x' et x", elle n'en peut 
avoir d'autres. 


Les solutions de l'equation proposee sont done : 
x'= ^(o + Vo 2 + 4fc ), 
et x”= ^(o-Vo 2 + 4b ). 
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Aussi beau que mechant 

et Ton a prouve : 

x 2 + ~x < \y\ < x 2 + ^x+l. 

• a)Ona (x 2 + ^x) 2 = x 4 + x 3 + ^x 2 ,d'ou : 

• b) La double indgalitS que nous venons d'Stablir s'dcrit : 
2x 2 + x < 2 1 y | < 2 x 2 + x + 2. 

y 2 -(x 2 + |x) 2 = (x 4 + x 3 +x 2 +x+l)-(x 4 +x 3 + ^x 2 ) = ^x^x+l 

trindme a discriminant negatif, done trinome toujours (strictement) positif 
(signe de a). 

Dememe: 2 

(x 2 + ^x + l) = x 4 + x 3 + ^x 2 +x + l, 

cequi implique : 

(x 2 + ^x+ l) 2 -y 2 = (x 4 + x 3 + jx 2 + x+l) -(x 4 + x 3 + x 2 + x+ 1) 

Si le reel x est un entier, alors il n'y a qu'un seul entier strictement compris 
entre les entiers 2 x 2 + x et 2 x 2 + x + 2, et cet entier est : 2 x 2 + x + 1. 

Si le reel y est aussi un entier, ceci implique : 

2 1 y | = 2 x 2 +x + 2 

soit: 2 i i 

IVI = X 2 +2* + 2- 
L'egalitex 4 + x 3 + x 2 + x+ 1 = y 2 devient alors : 

= ^x 2 > 0 

x 4 +x 3 + x 2 + x+l = (x 2 + ~x + ~) 2 , 
solt: 1,1 3 


-X = 0, 

carx*0. 2 

On a ainsi prouve que (x 2 + ^x) < y 2 < (x 2 + ^x+l), 
soit: 

x 2 + ~x S |x 2 + ^x| < IVI < |* 2 + ~x+ 1 1 . 

Comme le discriminant du trindme x 2 + ^x + 1 est negatif, ce trindme est 
toujours positif, d'ou : 

|x 2 + — X + l| = X 2 + — x + 1 

ou encore : 

x 2 - 2x - 3 = 0, 

equation du second degre dont les racines evidentes sont x=-letx = 3. 
Pourx = - 1, onay^l, d'ouy = ±l. 

Pourx = 3, on a y 2 = 121, (fouy = ±ll. 

Remarque. Si Ton rajoute x = 0, y = ± 1, on a trouve tous les couples solu- 
tions de Y equation diophantienne en nombres entiers : 
x 4 +x 3 +x 2 + x+l = y 2 . 


Le dernier pour la SNCF 

Soient M et P ces mobiles, dont les trajectoires sont les 
droites respectives D et A situees dans un meme plan. 


Soient : 

u et v 

les vecteurs-vitesses respectifs de ces mobiles : ce 
sont des vecteurs constants, respectivement pa- 
rallels aux droites D et A. Prenons 12 h comme 
instant 0, et supposons qu'a cet instant, le mobile 
M est en I (sur D) et le mobile P est en J (sur A). A 
Hnstant t (en heures), on a : 

1ST = tu et 7T = tv 
il en r§sulte : 

m? = mT+IT +1? = -tu +Tf+ tv. 


Le carre MP 2 de la distance MP est egal au carre 
scalaire : 

mp J =(-tu +T+ t») , =t , iuii’+iniii , +t j ii7if 

- 2 tu ¥ + 2 tv 

Si Ton n'aime pas les vecteurs et le produit scalaire, 
on peut distinguer deux cas, selon que les tra- 
jectoires D et A sont concourantes en un point 0 
ou parallels. Dans le premier cas, on applique le 
th^orfcme de Pythagore g6n6ralis£ dans le triangle 
OMP. Dans le second, on fait intervenir une per- 
pendiculaire commune UV qui permet de calculer 
MP 2 avec le theoreme de Pythagore. 

Que Ton precede comme a ou comme ?a, il a p para it 
que le carr6 MP 2 de la distance de nos deux mobiles 
est une fbnetion du second degre du temps t, une 
fonction de la forme MP 2 = at 2 + bt+c, ou a , b, 
c sont des reels constants. Cest la le fait important. 

D'apres Tenonce 

pourt = 0(£ 12 h), on a MP 2 = 1; 
pourt=l(al3h),ona MP 2 = 4; 
pour t = 2 (£ 14 h), on a MP 2 = 16. 

II en r&ulte c = 1, a + b + c = 4, 4o + 2b + c = 16. 


9 3 

On en deduit illico : a = - b = -- c = 1, 
et par suite :MP 2 = 

La distance MP sera minimum pour : t = zr = 

. 7 tO b 

et a cet instant, on a : MP = 

o 

Comme 1/6 d'heure represente 10 minutes, cet 
evenement se produira a 12 h 10 min, et la dis- 
tance minimum (en km) sera : 

f|,soit: 0,935 km. 

Dans le cas ou les deux trajectoires D et A ne sont 
plus situees dans un m£me plan, le calcul vec- 
toriel precedent reste encore valable, car dans 
ce calcul, rien ne specifiait que les vecteurs : 

~u, U*,~v 

soient coplanaires (life). Dans ce cas, le carr£ MP 2 est 
toujours donne par la meme formule : 

MP 2 = ot 2 +bt+c. Id encore, si Ton n'aime pas les 
vecteurs, on peut faire intervenir la perpendiculaire 
commune aux droites non coplanaires D et A, etc. La 
formule est la meme, et le rfeultat est le meme. ■ 
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